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ÜBER  DIE  ALGEBKA  DER  LOGIK. 


DIE  GRUNDLAGEN  DES  GEBIETEKALRULS. 


VON 


Dr.  EUGEN  MÜLLER, 


PROFESSOR. 


BEILAGE  ZO  DEM  PROGRAMM  DES  GEOSSHEBZOGLICHEN  GYMNASIUMS  IN  TAÜBEEBISCHOPSHEIM 

FÜR  DAS  SCHULJAHR  1899/1900. 


»>» »- 


DRÜCK  VON  B.  G.  TEÜBNER  IN  LEIPZIG. 

1900. 


Programm  No.  661. 


Vorbemerkung. 


Nicht  der  rechte  Weg  mag  es  sein,  einer  jungen,  vielfach  und  von  namhafter  Seite  ange- 
feindeten Disciplin,  der  „Algebra  der  Logik",  neue  Freunde  zu  werben,  wenn  die  für  die  meisten 
Logiker  vermutlich  abschreckendste  Seite  der  Neuerung,  der  mathematische  Formelmechanismus, 
entkleidet  aller  logischen  Deutung  und  Umschreibung,  für  sich  allein  hingestellt  wird,  wie  dies 
auf  den  folgenden  Blättern  geschieht.  Man  braucht  kein  „Schöngeist,  nicht  gewöhnt  an  so 
strenge  Anforderungen  des  Denkens"  zu  sein,  um  hier  „frühzeitig  kehrt  zu  machen",  wo  Sinn  und 
Zweck  der  Bemühungen,  wo  logische  Literessen  gar  nicht  zum  Wort  kommen.  —  Eine  allge- 
mein anziehendere  Darstellung  des  Gegenstandes  mag  wohl  möglich  und  von  pädagogischen 
Gesichtspunkten  aus  wünschenswert  sein.  Wenn  im  übrigen  aber  die  Algebra  der  Logik  hält, 
was  sie  verspricht,  wenn  sie  wirklich  eine  Reform  der  gesamten  deduktiven  Logik  bedeutet, 
wenn  sie  diese  Wissenschaft  befreit  „von  den  Fesseln,  worein  die  Wortsprache  durch  die  Macht 
der  Gewohnheit  den  Menschengeist  geschlagen",  —  und  Verfasser  dieses  hegt  für  seine  Person 
hieran  keinen  Zweifel,  —  so  wird  sie  irgend  welcher  Propaganda  ebensowohl  entraten  können, 
als  z.  B.  die  Mathematik,  deren  Lehrbücher  ebenfalls  keine  Unterhaltungslektüre  zu  bieten 
pflegen.  —  Indessen  sind  doch  eine  Anzahl  logischer  Thatsachen  unter  den  unten  folgenden 
Formeln  nicht  allzu  tief  verborgen:  sie  werden,  sollte  ich  meinen,  dem  Mathematiker  nicht  ent- 
gehen, umsoweniger  dem  Kenner  der  algebraischen  Logik.  Was  ich  aber  diesen  beiden  neues 
zu  bieten  hoffe,  liegt  allerdings  zunächst  gerade  auf  dem  formalen  Gebiete  des  Kalküls:  es 
betrifft  die  hypothetisch-axiomatischen  Grundlagen  des  letzteren.  Bezüglich  des  Inhaltes  im 
einzelnen  verweise  ich  auf  die  unten  folgenden  zusammenfassenden  Artikel  15,  16,  22  und  28.  — 
Wer  immer  sich  mit  Algebra  der  Logik  befafst,  dem  wird  wohl  auch  Schröders  grundlegendes 
Werk  über  diesen  Gegenstand  bekannt  sein.  Ich  stelle  nun  eine  von  der  Schröder' sehen  in 
wesentlichen  Punkten  abweichende  Begründung  des  Kalküls  auf  Dieses  Vorgehen  zu  motivieren, 
raufs  ich  des  hier  beschränkten  Raumes  wegen  auf  eine  andere  Gelegenheit  versparen.  Doch 
hoffe  ich,  auch  schon  durch  blofse  Vorführung  meiner  Deduktion  manche  meiner  Bedenken 
gegen  die  Schröder^che  Darstellung  hinreichend  zu  kennzeichnen.  Nur  soviel  mul's  hier  noch 
bemerkt  werden:  Es  kann  sich  bei  vorliegendem  Entwurf  keineswegs  um  ein  Unternehmen 
gegen  die  anerkannte  Autorität  Schröders  handeln,  sondern  vielmehr  um  die  weitere  Ausgestaltung 
einiger  Gedanken,  welche  auch  durch  ihn  vertreten  und  verarbeitet  worden  sind.  —  Einer 
künftigen  Fortsetzung  dieser  Veröffentlichung  mufs  hierüber,  sowie  über  einige  andere  Fragen 
(z.  B.  über  die  Andeutungen  in  Art.  21)  das  nähere  vorbehalten  bleiben. 


Der  Gebietekalkul.') 


1  (Elemente.)  Unter  dem  Namen  „Elemente"  verstehe  ich  irgend  welche  Gegenstände 
des  Denkens,  welche  sich  so  weit  von  einander  unterscheiden,  dats  jedes  derselben  be.  wieder- 
holtem Auftreten  stets  wiedererkannt  wird.  Irgend  welche  Beziehungen  derselben  unter  einander 
sollen  nicht  bestehen  oder  doch  nicht  in  betracht  gezogen  werden.  -  Solche  Elemen  e  smd 
z.  B.  die  Buchstabenzeichen  «,  A  y,  ■  •  -,  «emi  man  dabei  von  ihrer  Reihenfolge  im  Alphabet 
als  einer  Beziehung  zwischen  ihnen  absieht.  In  jedem  Falle  sollen  im  folgenden  die  Elemente 
mit  diesen  (griechischen)  Buchstaben  bezeichnet  werden,  und  zwar  „gegenseitig  eindeutig  ,  d.  i. 
derart,    dafs  jedes   Zeichen   einem    und   nur   einem   Element   angehört    und   umgekehrt  jedem 

Element  ein  und  nur  ein  Zeichen.  ,  ,        t.,  i         , 

•i    (Gebiete.)     Der  Inbegriff  oder  die  Gesamtheit  irgend  welcher  Elemente  x,  A,  ^  . . . 
unter  den  «,  ß,  r,  ■  ■  ■  »»eifse  ein   Gebiet  der  Elemente  cc,  ß,  .  .  .  ^,  A,  .  .  .  und  werde  bezeichnet 
mit  fx   A   tt        )  oder  durch  eines  der  einfachen  Buchstabenzeichen  «,  l,  c,  .  . .  oder  auch  durcli 
deren  me'hrere'  oder  durch  Zusammensetzungen  aus  mehreren  derselben  von  der  Art,  wie  solche 
unten  in  Art.  Off.  eingeführt  werden  -  einseitig  eindeutig,  nämlich  so,  dafs  zwar  jedes  Zeichen 
einem  und  nur  einem  Gebiet  entspricht,   dagegen   ein  Gebiet   ein   oder   mehrere  Bezeichnungen 
führen  kami.    Die  Gebiete  sind  also  auch  Denkgegenstände,  wie  die  Elemente,  und  unterscheiden 
sich  von  diesen  überhaupt  nicht  an  sich,  sondern  zunächst  nur  durch  ihre  Beziehung  zu  den- 
selben.    Diese  Beziehung  der  „Zugehörigkeit"  eines  Elements  x  zu  einem  Gebiet  a  ist  übrigens 
ganz  beliebiger  Natur  und  soll  nur  dieselbe  sein,  wie  diejenige  eines  andern  ebenfalls  zugehörigen 
ilementes  l  zu  «,   dagegen  nicht  bestehen  zwischen  irgend  einem  «  der  übrigen  Elemente  und 
demselben  Gebiet  a.   -   Bei   der   durchgängigen   Gleichförmigkeit   der   Beziehung   eines   Gebiets 
zu  „seinen"  Elementen   ist  auch   deren  Reihenfolge  nicht  von   Belang,  und   ein  z  B.  aus  den 
Elementen  x  und  X  bestehendes   Gebiet  kann  nach  Belieben  mit  (x,  i)  oder  auch   mit  (A,  x) 

bezeichnet  werden.  ..    .,-  i        t?i       „j.„  „r.« 

3.  (Eins.)  Man  pflegt  für  jede  logische  Untersuchung  die  sämtlichen  Elemente  von 
vom  herein  zu  gründe  zu  legen  und  sodami  als  solche  beizubehalten.  Vermöge  dieses  Gesichts- 
punktes der  Zusammengehörigkeit  aller  zu  gründe  gelegten  Elemente  „,  ^,  y,  .  .^  kann  man 
ihre  Gesamtheit  selbst  auch  als  ein  Gebiet  («,  A  y,  .  .  ■)  .m  Sinne  des  vorigen  Artikels  auf- 
fassen. Dieses  Gesamtgebiet  aller  gedachten  oder  -  innerhalb  einer  bestimmten  Untersuchung  - 
denkbaren  Elemente  heifse  das  Gebiet  „Eins"  der  Elemente  a,  ß,  y,  ■  ■  ■  und  sei  m  besonderer 


1)  cf.  Scmder,  Operationskreis  des  Logikkalkuls;  Dedekinä,  Was  sind  und  was  sollen^  die  Zahlen? 
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—     4     — 

Weise    durch    die   Ziffer  1    bezeichnet.     Da    innerhalb    eines   jeden    bestimmten   Gedankenkreises 
alle  Gebiete  stets  derselben   Gesamtheit   von   Elementen  a,  ß,  y,  .  .  .  entnommen   sind,   so   wird 
man  auch  von  Gebieten  schlechthm  statt  von  Gebieten  der  Elemente  a,  ßy,  .  .  .  sprechen  können. 
4    (Subsumtion^)     Werden   zwei   Gebiete  a  und  h  mit  einander   verglichen   bezüglich 
der  beiderseitigen  Elemente,   so   kommen  entweder  A)   gewisse   Elemente,   eines   «^er  mehr    m 
beiden  Gebieten  zugleich  vor,  z.  B.  in  (x,  l,  ,)  und  (A,  ,,  v)  die  Elemente  A  und  ^,  oder  aber  B)  die 
Gebiete  a  und  b  besitzen  kein  gemeinsames  Element,  wie  (x,  A)  und  (^,  v);  m  letzterem  Falle  B 
heifsen  dann  a  und  h  „disjunkte"  Gebiete.     Im  Falle  A)  besitzt  das   eine  Gebiet  a  entweder  A,) 
neben  den  mit  h  gemeinsamen  Elementen  zugleich  auch  noch   eines  oder  mehrere,  welche  in  h 
nicht  vorkommen,  wie  z.  B.  (x,  A,  fi)  aufser  den  mit  (A,  fi,  v)  gemeinsamen  Elementen  A    ^  noch 
das   nicht   gememsame  x  enthält,  -   oder  A,)    a   besteht    ausschlieislich    aus    Elementen,    die 
zugleich   auch   in  h  vorkommen,    wie  z.  B.  die  Elemente  von  (x,  A)  alle   beide   auch  m  (x   A   ^) 
sich  finden.     Dieser  letzte  Fall  A.)  möge  ausgedrückt  werden  durch  a  ^  b,  d.  i.  a  ist  enthalten 
in  fe,  oder  ist  emgeordnet  dem  Gebiete  b,  subsumiert  unter  b,   ist  ein  Teil   von  b,   oder  kurzer 
„a  ist  b",  „a  sub  &",  wobei  a  das  Subjekt,  h  das  Prädikat  der  Subsumtion  a  =^  b  heilst. 
Folgerungen  aus  dem  bisherigen: 

(x,A)=$(x,A,^);        a=$l,   b^l,   c^l,   •••■;        «  =€  «• 
Wenn  a=^b  ist,  und  aufserdem  b-^c,  so  ist  auch  a=^c. 

5.  (Gleichheit.)     In  dem  Falle  A^)  a^h  ist  wieder  der  Unterfall  mit  inbegriffen,  dafs 
die  beiden  Gebiete  a  und  6  die  nämlichen  Elemente  ausschliefslich  enthalten,  —  nämlich  wenn 
aufser  a  =^  b  zugleich  b^a  ist.     Dann   gelten   die   Gebiete  a  und  b  als   identisch   oder  gleich, 
geschrieben:  a  =  6,  oder  die  Zeichen  a  und  b  nur  als  verschiedene  Zeichen  für  ein  und  dasselbe 
Gebiet.  —  Während  eine  „Subsumtion"  a  =^  b  eine  Beziehung  zwischen   zwei  Gebieten  a  und  b 
darstellt,  handelt  dagegen  hiernach  eine  „Gleichung"  a  =  fe  gar  nicht  von  zwei  Gebieten  a  xmdb, 
sondern  besagt  im  Gegenteil,  dafs  die  beiderseitigen  Zeichen  a  und  b  nur  einem  einzigen  Gebiet 
angehören,    ist    also    nur    eine    rein    formale,    eine   Zeichenbeziehung.     Das  Vorkommen    solcher 
Gebietegle'ichheit  —  eigentlich   „Zeichengleichheit"  —  ist   durch    die    Festsetzung   der   nur    ein- 
seitigen Eindeutigkeit  der  Gebietssymbole  in  Art.  2  vorgesehen.  —  Solche  gleiche  Gebiete,  d.  i. 
gleichbedeutende  Zeichen,   können  jederzeit,   wenn  es   zweckmäfsig   erscheint,    für   einander  ein- 
treten  und   mit  einander  vertauscht   werden,  —  eine   Thatsache,    die   ich   das   Princip    der  Ver- 
tauschbarkeit  gleicher  Symbole  oder  kurz  „Gleichheitsprincip"  nenne. 
Folgerungen: 
a  =  a.     Nach  Art.  2:  (x,  A)  =  (A,  x),   nach  Art.  3:  (a,  /3,  y,  •  •  •)  =  1. 
Nach  dem  Gleichheitsprincip  kann  man,  wenn  a  =  b  ist,  z.  B.  statt  a  =^  c  auch  b  =^c, 
statt  a  =  c  auch  b  =  c  n.  s.  w.  setzen;  ebenso  statt  a  =  b  auch  b  =  a.     Aus  a  =  b  folgt  jeder- 
zeit a=^b,   sowie  b=^a,   während  aus   beiden  letzteren  Subsumtionen  zusammen  umgekehrt 
die  Gleichung  a  =  b  resultiert. 

6.  (Addition.)     Durch   zwei  Gebiete  a  und  b  ist  in  allen   Fällen  der  Art.  4  und  5  ein 
Gebiet  c  bestimmt,  welches  als  Elemente  sowohl  diejenigen  von  a  als  auch  diejenigen  von  b  — 

und  sonst  keine  —  enthält.     Dann  soll 

c  =  a  -\-  b 
die  Summe  von  a  und  b  heifsen. 

1)  cf.  Schröder,  Vorlesungen  über  die  Algebra  der  Logik,  Bd.  II,  1,  pag.  95  f 


5    — 


Folgerungen: 
Im  Falle  A^)  des  Art.  4  hat  man  hiernach 

(x,  A)  -f  (A,  fi)  =  (x,  A,  ii) 

im  Falle  A^)  («,  A)  +  (x,  A,  ^  =  («,  ^,  rt    oder 

wenn     a=^b  ist,     so  a-\-b  =  b',     und  ferner  allgemein 
a=^a-\-b,        b-^a-\-b,     also  auch  umgekehrt 
wenn     a  -\-  b  =  b  ist,     90  a=^b 
(in  Erinnerung  an  das  Gleichheitsprincip  des  Art.  5  und  dessen  Anwendung  auf  Subsumtionen); 
demnach  wegen  a^l  (Art.  4)  allgemein 

a-f  1  =  1. 
Zwei  Gebiete,  welche  einander  zur  Summe  1  ergänzen,  mögen  „komplementäre"  Gebiete  heifsen; 
das  Gebiet  1  ist  also  komplementär  zu  jedem  beliebigen  Gebiet,  auch  zu  sich  selbst:  1  +  1  =  1; 
allgemein  auch  wegen  a=^a  (Art.  4)  und  nach  der  obigen  Definition 

a  -\-  a  =  a, 
oder  nach  Art.  5,   wenn  a  =  b  ist,   auch  a-\-b  =  b,  entsprechend  a^b,   sowie  a  +  b  =  a, 

d.  i  b=^a.  111^ 

Ma^e  und  zugleich  6 ^ c,  so  ist  auch  «  +  &  =$  e;  und  umgekehrt  folgt  aus  a  +  6 -^ e 

sowohl  a=^e  ah  b=^e.  p  ,  i    j- 

Aus   der  Gebietskommutativität   des  Art.  2,   z.  B.  (x,  A)  =  (A,  x)  u.  s.  w.  folgt  auch  die 
Kommutativität  der  Addition,  z.  B.  (x,  A)  +  (A,  (i)  =  (x,  A,  fi),  andererseits  (A,  ft)  +  (x,  A)  =  (A,  fi,  x), 

aber  (x,  A,  ,a)  =  (A,  fi,  x)  u.  s.  w.     Also 

a  -\-b  =  b  -}-  a. 

Ähnlich  ist  -  behufs  Ausdehnung  des  Additionsbegriffes  auf  mehr  als  zwei  Summanden  -  aus 
der  Gleichartigkeit  der  Beziehung  des  Summengebietes  zu  jedem  seiner  Elemente  die  Associa- 
tivität  der  Addition  zu  entwickeln:  |  (x,  A)  +  (A,  ^))  +  (x,  v)  =  (x,  A,  fi)  +  (x,  v)  =  (x,  A,  fi,  v\ 
andererseits  (x,  A)  +  i  i^,  t^)  +  («,  v)  ]  =  (x,  A)  +  (x,  A,  ft,  v)  =  (x,  A,  ^,  v),  u.  s.  w.     Also 

(a  +  6)  +  c  =  a  -f  (6  +  c)  =  a  -f  6  +  c. 

Die  Summe  aller  denkbaren  Gebiete,  bezeichnet  durch  Za,  worunter  also  auch  das  Gebiet  1, 
wird  auch  alle  Elemente  umfassen,  also 

Nach  dem  Gleichheitsprincip  wird  weiterhin  z.  B. 

wenn     a  =  b  ist,     a-\-c  =  b-\-c    und     c-\-a  =  c-\-b, 
jedoch  nicht  umgekehrt:  (x,  A)  -f  (A,  ^)  =  (x,  A,  ^)  -f  (A,  ^),  ohne  dafs  deshalb  (x,  A)  =  (x  A,  ^) 
wäre.   -  Mit    der    arithmetischen   Addition   kommt    die    Gebieteaddition    nur    im    I<alle   B)   des 
Art.  4,  bei  disjunkten  Summanden,  einigermafsen  überem. 

7.  (Multiplikation.)  Zwei  Gebiete  a  und  6  bestimmen  (aufser  ihrer  Summe)  unter  Um- 
ständen ein  weiteres  Gebiet  d,  welches  die  den  beiden  Gebieten  a  und  b  gemeinsamen  Elemente 
und  nur  diese  enthält,  -  wenn  nämlich  solche  gemeinsamen  Elemente  vorhanden  sind,  welche 

ein  Gebiet  d  bilden.     Dann  soll 

d  =  a    b     oder     d  =  ab 

das  Produkt  der  beiden  Gebiete  a  und  b  heifsen. 


—    6    — 

Folgerungen:  ^^^  ^^  ^^  ^^^  ,^  ,^  ^  (,,  ,)     (Art.  4,  Fall  AJ) 

(x,  X)  (x,  A,  (i)  =  (x,  A)     oder 
^enn    a  ^  &  ist,     so  ab  =  a     (Art.  4,  Fall  A,)). 

wichtigsten  erwähnt  seien:  .  .    /  , 

wenn     rt&  =  a  ist,    so  ist  a  =4  Z^; 
a  •  1  =  a. 
Em  Produkt  ist  daher  dann  und  nur  dann  =  1.  wenn  jeder  Faktor  =  1  ist. 

aa  =  a 
ah  =  ha    und    {ah)c  =^  a{hc)  =  ahc. 

Ist  gle,chzeitig  .  4  «  -d  «  ^  f--  -  folg*  ^  ^  »^'  """^  """S*^"''  ''"''  '  ^  "'  """" 

e  =^  a  wie  e  =$  ?'.  .   ,        i  j  .> 

Wenn     a  =  ^  ist,     so  wird  auch  ac  =  bc 

St  auch  „ach  der  durch  die  Festsetzungen  der  Art.  9  und  10  ''ew.kten  Aun^ebung  der 
anfäncrlicheu  Einschränkungen  als  allgemein  gültige  zu  bestätigen  smd.  -  M.t  der  ax.th 
Itin  hat  die  Geb.eten^at.pUkat.on  aufser  Namen  >u.d  Ze.chen  offenbar  n>chts  gemem^ 

8    (Negation.)     Ein  beliebiges  Gebiet  «  bestimmt   im   allgemeinen  (m^  dem   Gebiet 
zusammen)  ein  weiteres  Gebiet,  bezeichnet  durch  ä  „«  nicht",  „»o»  «"  oder   „Negation  von  « 
wTcZ  sämtliche  Elemente  .,ß,y,...  (des  Gebiets  1)  enthält   mit  Ausnahme   der,enigen  des 

Gebietes  a. 

Folgerungen:  . 

Die  Gebiete  a  und  ä  sind  hiernach  disjunkt  (Art.  4,  und  zugleich  komplementär  d.  i. 
a_j_ä=  1  (Art  6).  Haben  zwei  Gebiete  a  und  h  ein  gemeinsames  Teilgebiet  a 6  (Art^  7)  so 
gehört  das  nach  Weglassung  von  ah  aus  a  etwa  entstehende  Restgebiet  zugleich   dem  Gebiet  h 

an  und  ist  also  das  Produkt  ah,  wonach 

a=  ah  -\-  ab. 

Femer  ist  offenbar  ä  =  a 

und  nach  dem  Gleichheitsprincip  (Art.  5), 

wenn     a  =  h  ist,     auch  ä  =  b. 

Das  Gebiet  (xTÄ)  umfafst  aufser  sämtlichen  Elementen  von  {tcJ:;^)  noch   das   Element   ^,   also 

(x,l,^)  =^  (x,~A),  oder  allgemeiner 

'    wenn     a=^bf    so  ist  6=^  a. 
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Das  Gebiet  ^  enthält  nur  diejenigen  Elemente  nicht,  welche  sowohl  in  a  als  in  h  vorkommen; 
dasselbe  enthält  also  neben  denjemgen  von  ä  noch  diejenigen, _ welche  zwar  m  a,  aber  mcht  in 
h  vorkommen  (und  umgekehrt),  also  alle  Elemente  von  a  +  fc, 

ab  =  ä-{-h. 

Ebenso-  Das  Gebiet  M^  enthält  weder  irgend  ein  Element  von  a  noch  eines  von  l,  sondern 
unter  den  Elementen  von  5  nur  diejenigen,  welche  zugleich  auch  nicht  in  h  vorkommen,  d.  h. 

a  -\-h  =  äb. 

9  (NuU )  Die  Multiplikation  und  die  Negation  sind  (als  Operationen  inversen  Charakters) 
nicht  aUg^mem  anwendbar,  die  erstere  zunächst  nicht  im  Falle  B)  des  Art.  4  nämlich  bei  zwei 
disjunkten  Gebieten  a  und  h,  die  Negation  nicht  auf  das  Gebiet  1.  Das  Produkt  a 6  zweier 
dis  unkter  Gebiete  a  und  h  wäre  nämlich  nach  Art.  7  em  Gebiet,  welches  die  den  disjunkten 
Gerieten  a  und  h  gemeinsamen,  d.  i.  nach  Art.  4  gar  keine  Elemente  enthielte  und  die  Negation 
1  von  1  wäre  nach  Art.  8  ein  Gebiet,  welches  aUe  Elemente  a,ß,r  ..  des  Gebietes  1  mit 
Ausnahme  derjemgen  ebendesselben  Gebietes  1,  also  nach  Art.  3  ebenfalls  keine  Elemen  e  besafse. 
Unter  der  Fiktion  eines  solchen  Gebietes  wäre  nach  Art.  5  ah  =  1  zu  setzen.  -  Analog  einem 
arithmetischen  Verfahren  wird  nun  behufs  Erzielung  allgemeiner  Anwendbarkeit  ^^  Multipli- 
kation und  Negation  ein  neues  Gebiet  0  „NulP'  eingeführt,  em  durchaus  leeres,  welchem  gar 
kein  Element  angehört,  -  unter  Erweitermig  des  Gebietsbegriffes  in  Art.  2. 

Folgerungen: 
Wie  die  Multiplikationssätze   den  Additionssätzen,    so    entsprechen   die   Sätze   über   das 
Nullgebiet  „dual"   den  Eins-Sätzen   mid  mögen  daher  hier   mit  den  letzteren   m  übersichtlicher 
Gegenüberstellung  ohne  weitere  Zusätze  folgen,  da  ihre  Bestätigung  nach  dem  bisherigen  ohne 
Mühe  und  meist  auf  mehreren  Wegen  zu  finden  ist. 


a^l 

«  +  1  =  1 
Ua=  1 


a-1  =  a 
Wenn  ab  =  1,  so  ist  a  =  1  u.  6 

Art.  8;  a  -f  ä  =  1 

Hierzu  nun  noch  1  =  0 


Art.  7: 


1 


0=4«. 

0  =  0a. 

0  =  na   (d.  i.  Produkt 
aller  möglichen  Gebiete). 

a  =  0  -\-  a. 
Wemi  «  +  6  =  0,  so  ist  a  =  0  u.  6  =  0. 

0  =  äa. 

1  =  0. 


In  ah  =  0  ist  em  Ausdruck  für  die  Disjunktion  zwischen  a  und  h  gewonnen. 
10.  (Individuum.)  Um  endlich  auch  m  dem  Falle,  dafs  -ei  Gebiete  a  -^^  ^  wie 
U  X)  und  (A  u\  nur  ein  einziges  gemeinsames  Element  A  besitzen,  em  Produk  ab  nach  Art. 
u  hin  'und  ebenso  um  Ton  der  Negation  c  eines  Gebietes  c  reden  zu  Tonnen  ^e^;^^- 
sämtliche  Elemente  des  Gebietes  1  bis  auf  em  einziges  A  enthält,  sind  ^  i^lt  et^eZ 
Element  A  als  Produkt  ab  =  A  bezw.  als  Negation  c  =  A,  und  allgemein  die  Elemente  emzeln 
In  Gebieten  zuzuzählen  oder  zu  „adjungieren",  womit  die  Definition  des  Gebietes  in  Art^  2 
abermals   modifici^t    ist.     Ich   nenne    em    derartiges   Gebiet,    welches    nur    aus    einem    Element 
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besteht  und  (abgesehen  von  irgend  welchen  Beziehungen  zu  andern  Gebieten)  mit  diesem  identisch 
ist,  ein  „singuläres"  Gebiet  oder  ein  „Individuum". 

Folgerungen: 
Jetzt  ist  X  +  i  =  («,  A),    X .-l  =  0,  d,  i.  zwei  singulare  Gebiete  stets  entweder  disjunkt 
oder  einander  gleichT^«  =  1  u.  s.  w.  zu  setzen.     Femer  -  nach  Art.  1  und  9  -  allgemein 

«4=0 

„  ,^icht  gleich"  NuU,  womit  lediglich  die  Gleichung  «  =  0  als  eine  unrichtige  hingestellt  sein 
soll:  daher  auch 

Dann   kann  aber   auch   die  Subsumtion   1  ^  0  nicht   gelten,   da   sonst  wegen  0  ^  1   (Art.  4,  9) 
nach  Art.  5  dennoch  1  =  0  sein  müfste,  -  was  ähnlich  ausgedrückt  wird  durch 

140. 
Es  giebt  Überlegungen,  welche  nur  ein  einziges  Element  «  in  betracht  ziehen.  Dieses 
ist  dami,  als  zugleich  einziges  Gebiet  aufser  Null,  nach  Art.  3  (und  6)  «  =  1  zu  setzen,  und 
jedes  der  Gebietssymbole  a,6,c,  ...  bedeutet  dann  stets  eines  der  beiden  Gebiete  0  und  1.  Eme 
Subsumtion  a  ^  h  kann  unter  diesen  Umständen,  da  von  den  vier  denkbaren  Subsumtionen 
zwischen  1  und  0: 1  ^  1,  0  =^  0,  0  =4  1,  1  =4  0  die  letzte  durch  obige  Festsetzungen  aus- 
geschlossen ist,  nur  eine  der  drei  ersten  bedeuten.  Einer  Summe  kommt  entweder  der  Wert  1 
oder  der  Wert  0  zu,  jenachdem  unter  den  Summanden  mindestens  ein  Emsgebiet  vorkommt 
oder  lauter  Nullen:  desgleichen  einem  Produkt,  jenachdem  unter  den  Faktoren  lauter  Einsen, 
oder  aber  auch  noch  Nullen  sich  befinden.     U.  s.  w. 


Der  Aussagenkalkul. 


11.  (Aussagengattuiigeii.)\)  Der  Inhalt  der  Gebietetheorie  ist  darzustellen  und  oben  schon 
teilweise  dargestellt  in  wahren  oder  gültigen,  d.  1.  aus  den  grundlegenden  Festsetzungen  folge- 
richtig sich  ergebenden  Aussagen  (Sätzen,  Propositionen,  Theoremen),  unter  denen  einige  der 
einfachsten,  nämlich  Gebietegleichungen  und  -Subsumtionen,  wie  «a  =  0,  ab=^a,  auch  ^bereits 
in  Zeichen  des  Kalküls  ausgedrückt  sind.  Indessen  werden  sich  dem  oben  begründeten  Gebiete- 
kalkul  bei  näherer  Betrachtung  alle  Sätze  der  Gebietetheorie  zugänglich  erweisen,  auch 
zusammengesetztere  wie  „Wenn  a  =  b  ist,  so  ist  ac  =  fec"  (Art.  7),  Aussagen  über  Aussagen 
oder  „sekundäre"  Aussagen,  deren  Teile,  die  „Primäraussagen",  bereits  im  Kalkül  ihren  Aus- 
druck gefunden  haben. 

Das  Beispiel  behauptet  die  Abhängigkeit  der  Geltung  der  einen  Primäraussage  ac  =  bc 
von  derjenigen  der  andern  a  =  h.  Jede  dieser  beiden  Aussagen,  für  sich  betrachtet,  ist  gültig 
oder  ungültig  je  nach   der  Wahl   der  Gebiete,   welche   man   sich  unter  den  Symbolen  a,  h,  c  als 
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deren  „Bedeutungen"  oder  „Werte"  vorstellen  will,     ac  =  hc  z.  B.  ist  gültig,  wemi  man  a  =  0 
und  zugleich  c  =  0  setzt,  falsch  dagegen  für  a  =  1,  &  =  0,  c  =  1.    Eine  derartige    allgemeine  , 
d   i    allgemeine  Symbole  oder  Buchstabenzeichen  enthaltende  Aussage,  deren  Gültigkeit  von  der- 
jenigen einer  anderen  Aussage   oder  von  den  Symbolwerten  abhängt,  nemie  ich  eine  „Aussage 
von  relativer  Gültigkeit"  oder  kurz  eine  „relative"  Aussage,  -  zum  Unterschied  einerseits  von 
den  „specialen"  Aussagen  wie  0  ^  1   oder  auch  a^h,   wenn   man   sich   ^^er  ^^iter  a  und  6 
ganz  bestimmte  specielle  Gebiete  vorstellt,  -  Aussagen,  welche  nur  entweder  schlechthm  richtig 
(wahr    cültig)  oder   aber  durchaus  falsch  sein  können,  wie  1  ^  0,   andererseits  von  denjenigen 
allgemeinen  Ansagen  wie  ah^a^  welche  für  ganz  beliebige  Werte  der  Symbole  a,  6         Gültig- 
keit behalten,  den  „imbedingt  oder  absolut  gültigen",  „absoluten"  oder  kurz    wahren'    Aussagen, 
dnen    man    die    sp'eciellen    gültigen    zurechnen,    und,    der  Vollständigkeit   ^^1  -^/^;   7^^- 
■  Kategorie  noch    die   aUgemeinen,^  durchaus   oder  absolut,    d.  1.   für  alle  Symbolweiie   falschen 
Aussagen  wie  etwa  1 


aä  anreihen  kann. 


Beispiele  der  fünf  Aussagengattungen: 


absolute        relative     1     falsche 


specielle 


12.  (Aussagenbereiche.)  Ich  nenne  femer  eine  Zusammenstellung  Ton  Symbolwerten, 
für  welche  eine  (reFative  oder  absolute)  Aussage  gilt,  einen  „Gumgkeitspunkf  d.eser  Auss^age 
oder  einen  „Aussagenpnnkt"  So  ist  für  die  Aussage  a^b  «  =  0,  i  =  1  oder  kurzer  (^j) 
„der  (0,  1)  ein  Gültigkeitspunkt;  desgleichen  («,  1),  wo  «  em  beUeb:ges  Gebiet  bedeutet;  femer 
(1   1  0)  oder  deutlicher  ^'l^)  ein  solcher  für  ac^b,  wobei  nämlich,  wenn  nicht  ausdrückhch 

anders  bestimmt,  die  in  Klammer  angegebenen  Werte  den  Symbolen  in  ''f  ='''f  ^J^f  ^^^f  J^^;; 
folge  zugehören  sollen.  Die  oben  beispielsweise  angezogene  sekundäre  Aussage  lafst  i  h  dann 
auc\  so  aussprechen:  „Jeder  Gültigkeitspunkt  von  a  =  ^ '«* -ch  ein  -  l^l^-J-  «^  ^^^J  J'^ 
man  nur  jeden  Gültigkeitspunkt,  z.  B.  (a, «),  von  a  =  6  durch  Hinzuiugung  des  Symbols  c  mit 
beliebigem  Wert,  zu  («,  a,  c)  ergänzt  denkt.  -  Ebenso  kann  man  offenbar  auch  z.  B. 


\a 


ah  c  d  e  . .  .\ 
hOdl  ...) 


1)  cf.  Schröder,  Algebra  der  Logik,  Bd.  I,  pag.  434  ff. 


als  Gültigkeitspunkt  betrachten  für  jede  absolut  gültige  Aussage  wie  «5^«,  sowie  auch  für 
tde  spezfelle  ..ülti.e,  wie  0^  1;  d.  h.  diese  Aussagen  bleiben  richtig,  wenn  man  irgend  welchen 
dar  n ':  ch  "vorkommenden  Symbolen  irgend  welche  Werte  beilegt.  Umgekehrt  konnte  in 
Ta  a  c)  als  Aussagenpunkt  von  ac  =  bc  nicht  nur  .  weggelassen  werden,  sondern  es  genügte 
:;Char;kterisielg'  eines  Aussagenpunktes  überhaupt  die  auf  »l"g^  «'^  "^»^^'«-tk^f 
hinauslaufende  Angabe  des  Wertes  a  für  das  Symbol  b.  -  Indem  unter  dem  "G-togkevJ^s^ 
bereich"  oder  auch  schlechthin  dem  „Bereich"  einer  Aussage  die  Gesamtheit  ode.  der  Inb^grifl 
aller   ihrer  Gülti^eitspunkte  verstanden   sein   soll,   kann   das   obige   Beispiel   endlich   auch 


I! 


Ml 
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fokender  Weise  ausgedrückt  werden:  Der  Bereich  der  Aussage  a^b  ist  enthalten  in  dem- 
Sen  der  Aussage  \c  =  bc.  Ähnlich  bedeutet  ein  anderer  Satz  des  Art.  7  m  Verbindung  m.t 
Art  5,  dafs  die  beiden  Aussagen  a  =  afe  und  a  =^  6  den  nämlichen  Bereich  besitzen.  Auch 
sind  sämtliche  absolut  wahren  Aussagen  bereichsgleich ;  denn  mdem  man  in  der  Zusammen- 
stellung (a  h,  c,...)  aller  m  einer  Untersuchung  vorkommenden  Gebietssymbole  jedem  emzehien 
Symbol  der  ReL  nach  alle  denkbaren  oder  m  betracht  kommenden  Gebiete  als  Werte  beilegt, 
erhält  man  stets  Gültigkeitspunkte  einer  jeden  absolut  gültigen  Aussage  und  zwar  diese  alle 
insgesamt,  -  darunter  übrigens  auch  diejenigen  irgend  welcher  relativen  Aussage 

"  13  (Aussagenkalkul.)  Diese  so  entstandenen  Aussagenpunkte  sind  durchweg  von 
einander  verschieden  und  nnterscheidbar,  stets  wiedererkennbar,  unter  emaaider  zunächst  be- 
ziehungslos und  unveränderlich  dieselben  für  die  ganze  Untersuchung,  also  Elemente  im  Simie 
des  Art  1  und  die  Bereiche  sind  die  aus  ihnen  bestehenden  Gebiete,  der  gememsame  Bereich 
aller  absoluten  Aussagen  nach  Art.  3  das  zugehörige  Einsgebiet,  endlich  die  oben  aus  Art.  7 
entnommenen  Beispiele  sekundärer  Aussagen  Subsumtionen  und  Gleichungen  zwischen  Bereichen. 
In  Anlehnung  an  eine  sprachliche  Gepflogenheit  -  man  spricht  z.  B.  von  der  Äquivalenz  oder 
Indentität  zweier  Aussagen  a^h  und  a  =  ah  statt  blofs  von  derjenigen  ihrer  Bereiche  - 
bezeichnet    auch    der  Kalkül    den    Bereich    einer    Aussage    meist    durch   die  Aussage   selbst  und 

setzt  daher  ^  /      /  ix        /  i.\ 

(a  =  ?/)  =$  {ac  =  hc),        (a  =$  ft)  =  (a  =  ab) 

u  s.w.,  womit  Ausdrücke  wie  „Aussagenkalkul",  „Aussagen-Eins",  „Aussagengleichung",  „Aus- 
sagensubsumtion"  schon  hinreichend  erklärt  und  gerechtfertigt  sein  dürften.  -  Wo  eine  kürzere 
und  allgemeinere  Bezeichnung  für  Aussagen  bezw.  deren  Bereiche  zweckmäfsig  oder  notwendig 
erscheint,  gebrauche  ich  die  Gebietssymbole  a,b,c,  ...  1,6  mit  übergesetzten  Punkten     ^ 

Eine  Aussagensubsumtion  a-^'b  insbesondere  bedeutet  wegen  {1  =^a)  —  {1  —  a), 
(^ß  ^  0)  =  (a  =  0),  a  =^  1,  O^a  unter  anderm  im  FaUe  a  =  1,  d.  h.  wenn  a  eine  absolut 
wahre  Aussage  ist,  dafs  dann  auch  die  Aussage  b  wahr  sei,  und  dafs  b  nicht  =  0,  d.  i.  falsch, 
sem  könne,  ohne  dafs  zugleich  auch  a  falsch  wäre,  während  diese  Aussagensubsumtion  im  Falle 
b  =  1  über  die  Gültigkeit  oder  Ungültigkeit  von  a,  im  Falle  a  =  Ö  über  b  nichts  aussagt. 

Folgerungen: 
Es  lassen  sich  hiemach  unter  anderm  folgende  im  bisherigen  aufgestellten  Sätze  in  der 
Zeichensprache  darstellen: 

aus  Art.  5:         {a  ==  b)  =  {b  =  a) 

(a  =  6)=$(a=46),    (a  =  &)  =$  (6  4  «) 
{a  =  b)=^{{a^c)  =  {b^c)} 
{a  =  b)^  {(a  =  c)  =  (6  =  cj}, 


aus  Art.  6: 

(a  =4  6)  =  (a  -f  6  =  6) 
(a-\-b^e)^ia=^e),     (a  +  b  ^e)  =^ib  ^  e) 
(a  =  fc)  =^  (a  -f  c  =  6  -|-  c) 

aus  Art.  8: 


aus  Art.  7: 
(fl  =^  5)  =  (rt  =  ab) 
{e  ^  ab)  =$  (e  =$  a),.    (e  ^  ab)  ^{€=^b) 
(a  =  b)  =^  (ac  =  bc), 


(a^b)^{b^ä). 


—     11     — 

14  (Aussagenoperationen.)  Da  der  Aussagenkalkul  lediglich  ein  Gebietekalkul  ist,  blofs 
mit  besonderer  Deutung  der  Gebiete,  so  erübrigt  nur  noch  einige  Konsequenzen  zu  erwahnem 
eL  Aussagensumme  umfafst  die  Gültigkeitspunkte  sowohl  der  einen  wie  auch  der  -der- 
riidauLge,  ein  Aussagenproduk^r  f^  ^^^^^^^ 

:t:\TA!Z^^^^       Ö  ist  der  Bereich  des  Produkts   zweier  disjunkter  oder  „unver  rag 
Hefe';  Aussagen,  zugleich  derjenige  einer  jeden  absolut  falschen,  sowie  derjenige  der  Negation 
einer  absolut  wahren  Aussage. 

Folgerungen: 
In  den  vorangehenden  Artikeln  enthalten  folgende  Sätze   eine  Aussagenmultiphkation: 

aus  Art.  4:         (a^b)  (b  ^  c)  =^  (a  =^  c) 

(gelesen:  wenn  gleichzeitig  sowohl  a^b  ^hb^c  gilt,  so  .  .  .) 

aus  Art.  5:         {a  =^b)  (b  ^a)  =  {a  =  b), 


aus  Art.  6: 

(^a,:^e)(b^e)  =  {a-\-b^e) 
aus  Art.  9:    («  +  &  =  0)  =  (a  =  0)  (6  =  0) 


aus  Art.  7: 

(a&  =  l)  =  (a  =  l)  (&  =  !)• 


Um   em  Beispiel  der  -  weniger  häufig   vorkommenden  -  Aussag^ad^^^^^^  ^  geben 

dessen    inhaltliche    Richtigst    J^    ^ ^ /l,  t^^ll^^^ 
(gelesen:  wenn  entweder  a^b  ist,    oder  a=^c)  L"«ei 
Auch  ist  nach  Art.  8  (und  9)  z.  B.  _  .w      .    an       Ä 

(^  _  0)  -h  («  +  0)  =  1 '       (a  =  0)  (a  +  0)  =  0 , 
d.  h.   „es  ist  entweder  .  =  0  oder  .  4=  0  richtig,   aber   es   ist  nicht  beides  gleichzeitig  wahr." 

Ferner  nach  Art.  10  (und  il) 

(l=^0)  =  i     oder    (1=0)  =  0.     U.  s.w. 


Die  Grundlagen. 


15    fPoBtulate)     Die  obige  Behandlung  der  Gebietetheorie  ermangelt  noch  einer  streng 
3,sten.at-  IrrlTnlg  ans  be!t..n.t  — «rten  A.io.e.     E^^^^^^^^^^^^^ 
dl  Geometrie  schulmäfsig  darzustellen  ohne  genauere  »"»''^''^'''f  "f/'^;;^  J;^^^^   Einführung 
hypothetischen    Grundlagen.     Auf  letztere  ^"f -' j^^  Jnl  soll  e^S  en>  von  Grunt- 
in beiden  Wissenszweigen  gleich  wenig  angebracht.  -  Im  f»lg»"^^^     der  Vereinfachung 

empirischer  Ermittelung  aus  dem  etwa  schon  vorliegenden  Teil  der  Iheorie.  _^^ 


j    I 
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In  den  bisherigen  Ausführungen  sind  indessen  wenigstens  die  begrifflichen  Voraus- 
setzungen zur  Ableitung  der  Theorie,  die  ich  Postulate  nenne,  schon  voUständig  enthalten.  In 
Artikel  1  ist  der  Grundbegriff  des  Elements  als  eines  stets  wiedererkennbaren,  mit  seinesgleichen 
beziehungslosen  Gedankendinges  aufgesteUt  (Elementepostulat),  in  Art.  2  derjenige  des  Gebietes 
als  kommutative  Zusammenfassung  mehrerer  bestimmter  Elemente  unter  einem  für  diese  alle  unter- 
schiedslosen Gesichtspunkt  der  Zugehörigkeit  (Gebietepostulat),  während  Art.  3  für  jede  logische 
Untersuchung  eine  konstante  Gesamtheit  aUer  in  betracht  zu  ziehenden  Elemente  fordert,  um 
dieselbe  sodann  als  Einsgebiet  den  Gebieten  zu  „adjungieren"  (Einspostulat).  Nachdem  femer 
noch  Art.  4  —  stillschweigend  —  die  Forderung  der  Auflösbarkeit  eines  jeden  gegebenen  Ge- 
bietes in  seine  Elemente  erhoben  (als  zweites  oder  inverses  Gebietepostulat),  wodurch  die  Gebiete 
erst  wiedererkennbar,  mit  einander  vergleichbar  und  auf  einander  beziehbar  werden,  lassen  sich 
in  den  Artikeln  4  bis  8  die  beiden  Gebietebeziehungen  der  Subsumtion  und  Gleichheit,  sowie 
die  drei  Gebieteoperationen  Addition,  Multiplikation  und  Negation  ohne  wei.-re  Voraussetzungen 
definieren,  letztere  beiden  allerdings  zunächst  nur  mit  gewissen  Einschränkungen,  welche  hierauf 
in  Art.  9  und  10  durch  Einführimg  und  Adjungierung  der  Null  (Nullpostulat)  sowie  der  Ele- 
mente als  Individuen  (Individuenpostulat)  zu  den  Gebieten  aufgehoben  werden.  Hierzu  fügt  die 
Aussagentheorie  in  ihrer  Beschränkung  auf  die  Aussagen  des  Gebietekalkuls  und  als  blofse 
Anwendung  des  letzteren  begrifflich  nichts  neues;  Begriffe  wie  Aussagenpunkt  und  Aussagen- 
bereich entspringen  einem  ganz  allgemeinen,  von  Anfang  an  dem  Gebietekalkul  wie  auch 
jeder  arithmetischen  Rechensymbolik  zu  gründe  liegenden,  unten  unter  dem  Namen 
„Specialisierungsprincip"  des  weiteren  erörterten  Princip.  Die  vorgenannten  Begriffe  dagegen 
und  deren  gegenseitige  Beziehungen  bilden  den  Gegenstand  der  Gebietetheorie,  wie  solche  in  den 
obigen  Artikeln  unter  dem  Titel  „Folgerungen"  bereits  teilweise  aufgestellt  ist.  Im  folgenden 
wird  es  sich  darum  handebi,  irgend  welche  bestimmte  unter  jenen  „Folgerungen"  möglichst 
zweckmäfsig  und  in  möglichst  geringer  Zahl  herauszuwählen  zu  Ausgangspunkten  der  Ent- 
wickelung  oder  „Axiomen",  um  von  ihnen  aus  nochmals  zu  den  übrigen  „Folgerungen"  und 
sodann  zu  noch  weiteren  Theoremen,  nunmehr  jedoch  rein  analytisch,  vorzudringen. 

16.  (Principien.)  Bei  Verfolgung  dieses  Zieles  ist  indessen  mit  irgend  welchen  Axiomen 
allein  unmöglich  auszukommen.  Vielmehr  erfordert  einerseits  deren  Anwendbarkeit,  sowie 
andererseits  das  Verfahren  ihrer  zweckentsprechenden  Anwendung  selbst  noch  besondere  Syn- 
thesen anderer  Art,  die  ich  als  Principien  bezeichne.  Unten  wird  z.  B.  die  Proposition  a  =^  «, 
auch  mit  1)  bezeichnet  behufs  kurzen  Citates,  aus  den  zu  Axiomen  erhobenen  Sätzen  a  =  aa, 
bezeichnet  mit  (3),  und  (a  =  a6)  =  («  =^  6)  oder  (5)  „hergeleitet"  vermöge  der  unmittelbar 
hinzutretenden  Erkemitnis  des  Zusammenhanges  {a  ^  aa)  =  {a  =^  a)  oder  (3)  =1)  als  einer 
„Specialisierung"  des  Axioms  (5),  also  des  vollständigen  Zusammenhanges  (5)=^  { (3)  =  1) } . 
Fragt  man  nun  nach  dem  weiter  zurückliegenden  Grund,  wonach  aus  (5)  in  der  That  (3)  =  1) 
folge,  d.  i.  wonach  man  „specialisieren  dürfe",  so  gelangt  man  zu  einem  so  zu  nennenden 
Specialisierungsprincip,  während  andererseits  am  Ende  des  Schlufsweges  ein  anderes  Princip, 
das  Wahrheitsprincip,  die  Befugnis  zu  geben  hat,  die  fragliche  Proposition  1)  aus  dem  sekun- 
dären Zusammenhang  mit  den  sie  begründenden  Axiomen  herauszunehmen  und  letzteren  an  die 
Seite  zu  stellen  als  „Theorem"  von  gleicher  Gültigkeit  und  gleichem  Gebrauch.  —  Andere  Bei- 
spiele weisen  hin  auf  das  schon  im  Art.  5  aufgestellte  Gleichheitsprincip.  —  Eine  Herleitung 
der  Theorie  besteht  also  hier,  wie  allgemein  in  jeder  mathematischen  oder  sonstigen  deduktiven 
Disciplin,    erstlich    in    der  Zusammensetzung  der  Axiome  und   demnächst  auch  der  schon  abge- 
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leiteten  Wahrheiten  zu  neuen  Sekundäraussagen  von  absoluter  Gültigkeit,  und  sodann  in  der 
Zerfällung  dieser  in  neuartige  Primärteile  von  gleichem  Anspruch  auf  Anerkennung,  wobei  dort 
das  Specialisierungs-  oder  auch  das  Gleichheitsprincip,  hier  stets  das  Wahrheitsprincip  neben  den 
erwähnten,    von   Fall    zu    Fall   wechsehiden    Argumenten,    den    Axiomen    und   Theoremen,    ins 

Mittel  tritt.  •  i       •  i,     j. 

17.  (Gleichheitsprincip.)     Mit  f(a)  oder  auch  mit  g{a),  (p{a),tl>{a),  ...  sei  bezeichnet 
irgend  ein  Zeichenausdruck,  zusammengesetzt  mittels  Additions-,  Multiplikations-,  Negations-,  Gleich- 
heits-  und  Subsumtionszeichen,  oder  auch  nur  mittels  eines  oder  einiger  unter  diesen  Zeichen,  aus 
irgend  welchen  Gebietssymbolen  (oder  auch  allenfalls  bestehend  aus  deren  nur  emem  einzigen), 
worin    insbesondere    das    Symbol  a  ein    oder   mehrere   Male    vorkommt    oder    doch   vorkommen 
könnte;  desgleichen  sei  f{a,  h,c,..  .)  ein  ebensolcher  Ausdruck,  worin  unter  anderm  die  Gebiete 
a  h  c         wirklich  vorkommen  oder  vorkommen  können.  —  Ersetzt  man  nun  das  Symbol  a  m 
f{a)  durchweg  durch  ein  anderes  Symbol  h,  welches  in  f{a)  nicht  schon  vorkommt,  so  sei  der 
dann  entstehende  Ausdruck  mit  /(fc)  bezeichnet.     Um   das  Nichtvorkommen  emes  Symbols  h  in 
f(a)   wo  nötig,  noch  ausdrücklich  anzudeuten,  setze  ich  bisweilen  f{a,  [h]).     Kommt  hmgegen  b 
in  f(a)  entweder  bekanntermafsen  wirklich  vor,  oder  soU  doch  der  FaU,  dafs  h  vorkomme,  nicht 
durchaus  ausgeschlossen  sein,  so  setze  ich  stets  f{a,  h)  statt  /(a),  sobald  von  dem  Symbol  b  noch 
sonst  irgendwie   besonders  die  Rede  sein  soU.  -  Aus  f{a,  b)  wird  dann  durch  Einsetzen  von  b 
für  a,  oder  kürzer  ausgedrückt,  durch  die  Substitution  (^) ,    der  Ausdruck  f{b,b),  von  welchem 
man  wieder  auf  f{a,b)   zurückkommt  durch  die  umgekehrte   Substitution  Q,    jedoch    in   dem 
Falle     dafs  wirklich  b  in  f{a,  b)  vorkommt,   durch  eine  nur  unvollständige  oder  „partiale"  Sub- 
stitution,  indem  nämlich  b  in  fib,  b)  nicht  durchweg,   sondern  nur  teüweise  durch  a  verdrangt 
wird.     Ähnlich  wird  f{a,  b,  c,d,..  .)  durch  die  Substitution  (^  ^  ^)  zu  f{c,  c,  0,  d,  .  .  .)  u.  s.  w. 

Im  allgemeinen  wird  nun  ein  Ausdruck  /(a,  b)  durch  eine  Substitution  wie  (fj  seiner 
Bedeutung  nach  geändert.  Wenn  aber  a  und  b  nur  zwei  verschiedene  Symbole  für  ein  und 
dasselbe  Gebiet  sind,  wenn  a  =  b  ist,  so  kann  auch  f{a,b)  nichts  anderes  bedeuten  als  /(6,6), 

{a  =  b)^  {f{a,b)=f{b,b)\, 
oder  ausführlicher  und  mit  gleichmäfsiger  Behandlung  der  beiden  gleichen  Symbole  a  und  6, 

Q         (a  =  b)=^  [fia,  a,  b,  b)  =  f(a,  b,  6,  a) }  • 

Wo  es  also  nicht  ganz  besonders  auf  die  Symbole,  sondern  nur  auf  die  damit  bezeichneten  Ge- 
biete bez.  Aussagen  ankommt,  wie  in  der  Gebiete-  und  Aussagentheorie  im  allgemeinen,  „rfar/- 
in  jedem  zusammengesetzten  Gebiets-  oder  Aussagmsymbol  jedes  vorkomtmnde  Einzelsymbol 
ersetzt  iverdm  durch  ein  anderes  gleichbedeutendes,  und  zwar  durchweg  oder  auch  nur  teilweise 
gleichviel  ob  dieses  andere  Symbol  schon  von  vornherein  neben  dem  ersten  im  Gesamtausdruck 
vorkommt  oder  nicht;  die  Bedeutung  des  Gesamtsymbols  wird  in  allen  diesen  Fallen  mcht 
geändert.     Diese  Thatsache  bezeichne  ich  mit  dem  Namen  „Gleichheitsprincip". 

18.  (Specialisierungsprincip.)  Es  sollen  weiterhin  Z/*(a),  2f{a,b,c),  u.  s.  w.,  und  11  [(a), 
nfia,  b,  c),  u.  s.  w.  je  die  Summe  bezw.  das  Produkt  aller  derjenigen  Ausdrücke  bedeuten,  welche 
man  IJs  /(a),  bezw.  f{a,  b,  c)  u.  s.  w.  erhält,   wenn  man  dann  für  das  unterhalb  des  Z-  bezw. 


i 
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/7-Zeichens  angegebene  Symbol  sämUiche  existierenden  Gebiete  der  Reihe  nach  gesetzt  denkt. 
WoUte  man  diese  sämtlichen  Gebiete  in  irgend  einer  Reihenfolge  -  ausnahmsweise  gegenseitig 
eindeutig  -  mit  a„  «„  «„  . . .  bezeichnen,  insofern  dieselben  als  die  möglichen  Werte  des 
Symbols  «  gedacht  werden,  -  und  aufserdem  dieselben  nochmals,  als  mögh^e  Werte  ron  6  mit 
K  \,h,-->  "•  «■  "•  —  ""''*'  ™*"  '**™  ^^"^"^  a,  =  o„  Oj  =  tj, ...  und  a,  +  «„...,  «1  =t=  Cj,  •■  • 
■a.  s.  w.  annehmen  könnte,  —  so  hätte  man  also  z.  B. 

i/(o)  =  /(«i)  +  fl<h)  +  t\<h)  +  ■■■ 

a 

Zf{a,  h,  c)  =  /'(a,  h,c)-{-  /■(«,  b„c)  +  f{a,  h,c)-{-"- 

b 

n  f{a)  =  fia^)  f(a^)  fia,)  ■  •  ■ 

a 

nnf{a, h, c)  =  /7/"K, h, c)  ■  nf((h, h, c) •  n/K, h,c)--- 

ab  " 

==  /-(aj,  6i,  c)  ■  f{a„  \,c)  ■•--  f{a^,  h,  c)  ■  fia^,  \,  (^)  " ' 
=  /TJT/Ta,  ^  c)  =  nf{a,  h,  c)  =  JI/-(a,  6,  c), 


ft    a 


6.  a 


gemäfs    dem    Kommutationsgesetz.     Statt    IJIJ  schreibe  ich  also  kürzer  iT,    und  von   ähnlicher 
Bedeutuni?  sind  Zeichen  wie    2,     Z  u.  s.  w.  -  Es  ist  hiemach  selbstverständlich 


a,  b     a,b,c 

2:f(a,[h])  =  2f(b) 


nf{a,h,[c],[d])  =  nf{c,d), 

0,6  '^i" 


u.  8.  w.  (cf.  oben  Art.  6,  9  und  10:    \  =  IJa  =  Za,   0  =  Ha.) 

Durch  ein  derartiges  Zeichen  2;,  /I  ist  das  Symbol  a  ausdrücklich  als  „allgemeines" 
Symbol  gekennzeichnet,  da  dasselbe  hiernach  jedes  denkbare  Gebiet  auch  wirkhch  bedeuten 
soU.  —  Z^ur  Bezeichnung  specieUer  Gebiete  stehen  im  Kalkül  nur  1  und  0  als  wirklich  „specielle 
Symbole"  zur  Verfügung.  Ein  weiteres  Bedürfnis  nach  solchen  tritt  hier  höchstens  vorüber- 
gehend und  ausnahmsweise  hervor,  und  die  Theorie  handelt,  wo  nicht  von  1  oder  0,  fast  nur 
von  Eigenschaften  aUer  Gebiete  überhaupt.  In  der  That  bedeutet  ein  Buchstabensymbol  am 
einer  Aussage,  z.  B.  a  =$  1 ,  zwar  zunächst  ein  einzelnes  bestimmt  gedachtes,  also  specielles  Gebiet, 
dieses  jedoch  nicht  etwa  im  Gegensatz  zu  allen  anderen,  sondern  vielmehr  als  Beispiel  für  alle 
anderen,  wofür  ebensogut  irgend  ein  anderes  hätte  gedacht  werden  können.  Dieser  Gedanke 
macht  das  Svmbol  a  zum  allgemeinen  Symbol  und  führt,  weiter  ausgestaltet,  auf  die  Begriffe 
der  Aussagenpunkte  und  Bereiche  (Art.  V2-  cf.  auch  Art.  15).  Derselbe  tritt  insbesondere  bei 
allgemeinen  absoluten  Aussagen  dermafsen  in  den  Vordergrund,  dal's  der  Sinn  einer  solchen,  wie 
a=^l,  bei  verbaler  Wiedergabe  für  ein  Buchstabensymbol  a  geradezu  den  Ausdruck  Jedes 
Gebiet"  oder  „alle  Gebiete'-  verlangt. 

Die  allgemeine  absolut  gültige  Aussage  <p(a)  besagt  hiernach  dasselbe  wie  die  Aussagen 
^(aj,  (p{a^),  (picz),  ■  •  •  alle  zusammengenommen,  also  soviel  als  deren  Produkt 

q)(a)  =  Uipia)  =  1. 

a 

In  der  That    ist   hier  nach  a\  =  a  oder  nach   (ah  =  1)  =  (a  =  1)  (6  =  1)    (Art.  7  und  14) 
in  dem  Produkt  Fl  jeder  einzelne  Faktor  für  sich  allein  =  1  oder  wahr. 


-     15     - 

Ähnlich  ist  eine  allgemeine  falsche  Aussage  xW 

.     x(a)  =  ^zW  =  Ö, 

wobei   nämlich   in   E  jeder  Summand   =Ö   oder   falsch  sein  mufs  wegen  a -f  0  =  a  (Art.  9) 
und   (a  +  fe  =  0)  =  (a  =  0)  (6  =  0)    (Art.  14).      übrigens    ist    selbstverstandhch    dann    auch 

umso  mehr  „  •  /  n        a 

Jl3r(a)  =  0. 

a 

Für  eine  relative  Aussage  t^(a,  6,  c,  .  .  .)  sind  dagegen  folgende  beiden  Gleichungen  zu- 
sammen, bezw.  deren  Produkt  charakteristisch: 


n    i}(a,  b,  6', . . .)  =  0, 

a,  b,  c, 


Z    t[}{a,h,c, . . .)  =  1, 

a,  b,  c, . 


wo  das  Produkt  n  und   die  Summe  2:  sich  auf  sämtliche   vorkommenden   allgemeinen  Sym- 
bole zu  beziehen  haben,   so  dafs  die  Faktoren  bezw.  Summanden   durchweg   specielle  Aussagen 
werden,  deren  jede  also  nur  entweder  =  i    oder  =  0  sein  kami.  -  Die  Auffassung  der  Buch- 
stabeuzrichen  als  allgemeiner  Symbole  ist  wesentlich  für  den  Begriff  der  relaüven  Aussage. 
Freilich  bedingt   der   beschränkte   Gültigkeitsbereich   auch   eme   gewisse  Beschrankung  der  All- 
gemeinheit in  der  Bedeutung  der  Symbole,  und  zwar,  wie  sich  später  zeigen  wird,  von  der  Art, 
dafs  man  für  irgend  eines  der  Symbole  durch  „Auflösen"  der  relativen  Aussage  nach  demselben 
einen  von  den  übrigen  Symbolen  abhängigen  Ausdruck  als  „Lösungswert"  erhalt,  welcher    für 
das    gedachte    Symbol   in    die  Aussage    substituiert,    diese    zu   einer  absolut  gültigen  macht^- 
So  sind  mit  (a  ^  i)  =  («  =  ai)  =  (6  =  «  +  b)  (Art.  7,6, 13)  zu  der  relativen  P'»P»f't'""  «  ^  '' 
die  beiden  Löslgswerte  ab  für  «  und  a  +  fc  für  b  gegeben;  der  Bereich  von  a  4  b ^st  daher 
mit  («6,6)  oder  auch  mit  {a,a  +  h)  dargestellt,  wo  nun  a  und  b  von  unbeschrank    allgememer 
Bedeutulig   sind.   -   Mit   Beachtung   dieser   Thatsachen    läfst   sich   nun   eine   relative   Aussage 
^(«,  b,c, .  ■  ■)  auch  kennzeichnen  durch 

oder  kürzer  durch 

JT2:i/;(a)  =  1, 

a 

wenn  man  festsetzt,  dafs  in  der  letzten  Gleichung  das  Produkt  77,  wie  in  den  übrigen,  auf 
sämtliche  in  i,  vorkommenden  allgemeinen  Symbole  sich  erstrecken  soll,  mit  Ausnahme  de» 
Summationssymboles  a,  eines  beliebigen  unter  den  allgemeinen  Symbolen  der  Aussage  *. 

Sei  jetzt  wieder  .p(a,  b)  eine  absolut  gültige  Aussage  und  a  ein  allgemeines  Symbol, 
also  H«,b)  =  n^ia,b),  so  wird  unter  den  Faktoren  des  Produktes  H  auch  ^(6, 6)  vor- 
kommen (als  eiLehier  Faktor,  wem>  b  ein  specielles  Gebiet  ist,  oder  aber  als  Teilprodukt 
q,{b,b)  =  nq>(b,b)  bei  allgemeinem  Symbol  b),  und  es  ist  dann  nach  ah  ^  a  (Art.  b) 

n  f(a,  b)  =^  9)(6,  b), 

a 

oder  nach  dem  Gleichheitsprincip: 

S,.  [q>{a,b)  =  n9(a,b)]  =$  {9(»,b)=^{v>{b,b)]  ■ 

Die  Subsumtion  S.  drückt,  unter  Zuhülfenahme  des  unten  zu  erörternden  „Wahrheitsprincips", 
die  Berechtigung  a'us,  in  jeder  absolut  yültiyen  Aussage  an  jedes  aUgenmne  Symbol  durchweg 


—     16    — 

zu  ersetzen  durch  jedes  helieUge  andere  gleichfalls  allgemeine  oder  auch  durch  ein  specielks, 
gleichviel  ob  dieses  andere  Symbol  in  der  ursprünglichen  Aussage  schon  irgendwie  vorkam 
oder  nicht-,  die  Aussage  bleibt  nach  wie  vor  absolut  richtig  (cf.  Art.  11  und  12).  Dieses 
Gesetz    werde   ich    unter    dem   Namen  „Speeialisierungsprincip"    oder  auch    unter    dem  Zeichen 

""'  '^""^Die  obige  Subsumtion  S,  hat  auch  Geltung,  wenn  q>  eine  relative  oder  absolut  falsche 
Aussage  bedeutet;  diese  Geltung  ist  indessen  eine  selbstverständliche  und  daher  nicht  von 
Interesse-  für  eine  relative  Aussage  q>  ist  nämlich  die  Subjektaussage  der  Subsumtion  S,  nach 
dem  obigen  =6,  also  die  Gesamtaussage  -S^  wegen  0  =$  a  auf  alle  Fälle  wahr,  während  für 
eine  absolut  falsche  Aussage  9.  die  Subjektaussage  zwar  erfüllt  und  =  1  ist,  dafür  aber  die 
Prädikataussage  mit  dem  Nullsubjekt  q)  als  selbstverständlich  und  nichtssagend  erscheint.  — 
Die  Prädikataussage  könnte  statt  als  Subsumtion  auch  als  Gleichung  geschrieben  werden:  doch 
ist  die  damit  (nach  (a  =  6)  =  («  ^  h)  {h  ^  a)  und  (e  =4  afe)  =  (e  =^  a)  (e  =4  6),  Art.  5,  7  u.  14) 
noch  hinzutretende  Teilaussage  {^{a,  h)  =  nq>{a,  h)]  ^  {q>{h,  h)  ^  q>{a,  h)],  selbst  bei  absolut 
gültiger  Aussage  <p(a,  b)  —  wegen  des  Einsprädikats  in  der  Prädikataussage  (a  =^  1,  Art.  4)  — 
bedeutungslos,  weshalb  das  Subsumtionszeichen  stehen  mag. 

19.  (Wahrheitsprincip.)  Gilt  es  nun,  aus  irgend  einer  absolut  wahren  Aussage  ä  eine 
andere  h  als  ebenfaUs  absolut  gültige  „herzuleiten"  oder  zu  „beweisen",  so  ist  meist  entweder 
a  =  fe  oder  a=^b  als  Specialisierung  irgend  eines  weiteren  absolut  richtigen  Satzes  c  gemäfs 
dem  Specialisierungsprincip  S  nachzuweisen.  Ich  schreibe  dabei  ä  ^  h  ^ezw.  a=^h  oder  aus- 
führlicher    c^{a  =  b),     c^ia^'b),     z.B.    in    Art.  16:    (3)  ^     1)    oder    (5)  =$  {(3)  =  1) } , 

s  '         s  ^°^  ^ 

d.h.  {{a==ah]  =  ia=^b)\  ^[{a  =  aa)  =  {a=^a))',  ich  will  diese  sekundäre  Gesamt- 
subsumtion  hier  vorübergehend  mit  s)  bezeichnen.  Wollte  man  nun  etwa  statt  S  die 
Specialisierungssubsumtion  S^  des  vor.  Art.  benützen,  so  müfste  auch  s)  selbst  wieder  her- 
geleitet werden  aus  dieser  Subsumtion  S^  durch  Specialisierung,  als  Anwendung  derselben  auf 

sich  selbst, 

Äi  ^  s), 
St 

und  selbst  darin  würde  abermals  eine  Specialisierung  von  S^  liegen,  u.  s.  w.  Die  Subsumtion  S^  ist 
also,  ohne  das  Princip  S,  praktisch  unbrauchbar.  —  Ganz  dieselbe  Bewandtnis  hat  es  mit  der 
Subsumtion  G  des  Gleichheitsprincips. 

Aber  auch  das  Specialisierungsprincip  S  reicht  nur  hin  zum  Beweis  der  Proposition  s), 
nicht  aber,  um  deren  Primärteil  a=^a  für  sich  als  gültig  zu  erweisen.  —  Die  Wortsprache 
besitzt  in  der  kausalen  Unterordnung,  wie  „weil  a  =  aa  ist,  so  ist  a  =^  a"  ein  Mittel  zur 
gleichzeitigen  Kennzeichnung  einerseits  der  Beziehung  zwischen  Grund  und  Folge,  andererseits 
des  Grundes  als  einer  absoluten  Aussage,  wonach  die  Folge  dann  ebenfalls  als  absolut  gültig 
anzusehen  ist.  Im  Kalkül  dagegen  fällt  die  Rolle  einer  relativen  Aussage  einer  jeden  Primär- 
aussage zu,  auch  wenn  deren  absolute  Gültigkeit  anderweitig  bereits  feststeht,  und  es  bedeutet 
(a  =  aa)^{a=^a)  „wenn  a  =- aa  ist,  so  ist  a^a^\  eine  blofs  konditionale  Beziehung, 
welche  noch  erst  zum  Syllogismus  zu  vervollständigen  ist:  „mm  ist  aber  in  der  That  a  =  aa\ 
folglich  gilt  auch  a  ^a  als  selbständige  Aussage."  —  Der  Kalkül  kann  diesem  Gedankengange 
nur  soweit  folgen,  dal's  in  s)  für  die  absolut  gültigen  Aussagen  [Z)  und  (5)  nach  dem  Gleichheits- 
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princip  je  der  Bereich  1  eintritt:  i  =4  { 1  =  (a  =4  «) )  5  dies  lehrt  dami  nach  (1  =^  a)  =  (1  ==  a) 

dafs  i  =  {a^a)  und  zuletzt  a^a  selbst  eine  Einsaussage,  absolut  gültig  ebenso  wie  (3)  und 

(5)  sei,  —  also  wohl  auch,  wie  diese,  isoliert  hingesteUt  werden  darf. 

'   Dem  liegt  nun   aber   ein   besonderes  Princip   zu   Grunde,   das  „Wahrheitsprincip",   dafs 

oM  absolut  wahren  Aussagen  -  und  nur  diese  -  schlechthm  ausgesprocJ^  'f^'^'j"^]  ''f^^ 

dürfen  -  (und  umgekehrt,  dafs  die  als  selbständig  hingestelltm  Aussagen  ausschUefsUch  als  absoM 

wahre  zu  gelten  haben). 

Dieses  Princip  beherrscht  in   der  That  alle  und  jede  theoretischen  Erwägungen.     Jede 
Wissenschaft  hat  nach   Ziel   und   Inhalt   selbstverständlich  nur  mit   wahren  Aussagen  zu  thun. 

Unrichtige  Aussagen  werden  zwar  erwähnt,  aber  nicht  ohne  ausdrücklichen  Hinweis  auf  ihre 
Ungültigkeit,  ja  wohl  meist  eben  nur  behufs  Feststellung  der  letzteren  wie  1  ^  0  in  Art  10; 
indem  so  die  falsche  Aussage  als  Subjekt  des  sekundären  verneinenden  Urteils  über  ihre  Gültig- 
keit (1  =^  0)  =  Ö  auftritt,  ist  dieses  Urteil  selbst  sodann  ein  gültiges.  Ganz  ebenso  treten  auch 
die  relaiSen  Aussagen  niemals  selbständig  auf,  sondern  stets  in  Verbindung  mit  ihren  Gültigkeits- 
bedingungen oder  irgend  anderen  Ergänzungen  zu  sekundären  absolut  gültigen  Aussagen.  - 
(Werm  im  Gebietekalkul,  wie  im  mathematischen,  „aufzulösende"  relative  Propositionen  [cf.  vor. 
Art.]  mit  scheinbarer  Selbständigkeit  hingestellt  werden,  so  sind  diese  als  Probleme  anzusehen 
die  ihre  Lösungen  verlangen  und  erst  mit  diesen  zusammen  überhaupt  wirkliche  und  vollständige 

Aussagen  vorstellen.) 

Man  kann  solchen  Primärteilen  sekundärer  „Bereichsaussagen"  den  Charakter  von  Aus- 
sagen  wohl  überhaupt  bestreiten.  Mit  (a  =  fe)  ^  (ac  =  bc)  ist  weder  behauptet  dafs  «o  =  *c 
sef  noch  auch  dafs  dies  nicht  der  FaU  sei,  und  ebenso  wenig,  dafs  «  =  6  gelte  oder  mcht  gelte, 
sondern  die  Aussage  betrifft  lediglich  eine  Beziehung  zwischen  den  Bereichen  l'«"^«'  T"»-«^«"; 
Da  diese  Bereiche  jedoch  immerhin  sowohl  im  Kalkül  wie  auch  dem  sprachlichen  Ausdnick 
nach  durch  die  Aussagen  vertreten  sind,  und  es  hier  ganz  vorzugsweise  auf  die  Form  des  Aus- 
druckes ankommt,  so  lag  alles  das  Aussage  heifsen,  was  die  Forjn  einer  Gleichung  oder  emer 
Subsumtion,  oder  auch  der  Verneinung  einer  solchen,  wie  1  +  0,  d.  ..  (1  =  0)  =  0  bes.  zt, 
während  man  nötigenfalls  für  selbständige  Aussagen  besondere  Synonyme  wie  etwa  „Urteü  , 
„Behauptung"  reservieren  könnte. 

AUe    drei   Principien    ergeben   weiterhin   in   ihrer  Veremigung  eine  bequeme    aussagen- 
theoretische Beweismethode,  welche  ich  „Bestätigungsmethode"  nennen  will:   Ist  g,{a,  6, . . .)  eine 
sekundäre  Aussage,  worin  die  Aussagen  a,b,...  als  Primärteile  (und  im  übrigen,  wie  gewolm- 
lich,  keine  Gebietssymbole  explicit,  d.  i.  aufser  in  den  Aussagen  a,b,.    )  vorkommen    so  kann 
die  Frage,  ob  ^  absolut,  d.  i.  für  beliebige  Werte  der  in  den  a,b,..  .vorkommenden  aUgemeinen 
Gebietsfymbole  gültig  sei,  dadurch  zur  Entscheidung  gebracht  ^f -'  <';^\""f"  Tf^  ^ 
Gebiete   als  Specialwerte  aller  vorkommenden  Symbole  nach  einander  substitmert  denkt  und  die 
Gültigkeit   aller   so   erhaltenen   speciellen  Aussagen  ^  der  Reihe   naxih   prüft;   es  wird   dann 
nämlich  jede  zu  substituierende  specielle  Gebietezusammenstellung  (o,  b,  c, .  .  .)  für  jede  Primar- 
aussage, ;.  B.  a,  entweder  ein  Gültigkeitspunkt  sein,  also  «  =  1  machen,  oder  aber  »-H  s»°i.^ 
Ä  =  0;  gilt  daher  die  Aussage  <p  für  alle  möglichen  ZusammensteUungen  der  Berei  he  1  und  0 
1  W  rt'e  der  Prim-ärteile  a,b, . .  .,  so  gilt  ^  umso  mehr  für  aUe  '^f^-^^^^^T^'Z. 
Stellungen,   also   absolut   und   ist   sonach   isolierbar.  -  Solchergestalt   „besta  igend     laf  t   sich 
z.  B.  beweisen:   [ä^{b^c}\  =  [äb^c]   vermöge  der  8  „Sekundarpunkte    (1, 1,^1),  (1, 1, U), 
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(i,  Ö,  i), . .  .  (Ö,  Ö,  Ö) ;  desgleichen  { ä  =$  (&  =  c) )  =$  { ä6  =$  c  j ,  und  ebenso  übrigens  die  Gültig- 
keit jeder  beliebigen  Gebieteproposition  für  Aussagen. 

Eine  andere  praktische  Regel  von  ausgedehnterer  Anwendung  beruht  ebenfaUs  auf  dem 
Wahrheitsprincip  in  Verbindung  mit  G  und  S.  Nach  Art.  13  ist  eine  absolut  wahre  oder 
Eins-Aussage  h,  wenn  sie  sich  nicht  durch  ihre  Isolierung  als  solche  kund  giebt,  unter  anderem 
auch  daran  kenntlich,  dafs  sie  einer  anderen  bekanntermafsen  isolierbaren  Aussage  a  gleich  ist 
—  nach  dem  Gleichheitsprincip,  indem  in  a  =  h  statt  a  das  Bereichssymbol  1  gesetzt  werden 
kann  —  oder  auch  an  der  Subsumtion  «  =^  6,  —  indem  hiefür  wieder  nach  dem  Gleichheits- 
princip i  =4  b  stehen  könnte  und  nun  daraus  für  jeden  Ungültigkeitspunkt  von  6  i  =$  0  würde, 
im  Widerspruch  mit  1  =^  0  Art.  10.  Es  sind  also  isolierbar  alle  Aussagen,  denen  irgend  welche 
isolierbare  Aussagen  gleich  oder  eingeordnet  sind.  Diese  Regel  mag,  als  praktisch  sehr 
brauchbare  Form  des  Wahrheitsprincips,  ebenfalls  den  Namen  Wahrheitsprincip  oder  auch 
Princip  W  führen. 

20.  (Aussagenprincip.)  Das  Wahrheitsprincip  ist  anscheinend  eine  Gleichung:  „Die 
absoluten  Aussagen  sind  die  isolierbaren  Aussagen",  jedoch  keine  Bereichsgleichung  im  Sinne 
des  Aussagenkalkuls;  dasselbe  setzt  nämlich  zwischen  einer  isolierten  Aussage  ä  und  der 
anderen,  dafs  ä  absolut  gültig  oder  =i  sei,  nicht  blofs  Bereichsgleichheit,  sondern  völlige 
inhaltliche  Übereinstimmung  fest,  wofür  der  Kalkül  noch  kein  Zeichen  besitzt.  Ich  werde  für 
solche  inhaltliche  Aussagenidentität  nur  der  Bequemlichkeit  halber  des  öfteren  das  Zeichen  = 
gebrauchen,  ohne  mich  desselben  indessen  im  eigentlichen  Kalkül  selbst  zu  bedienen.  Die  Dar- 
stellung ä  (ä=i)  des  Princips  W  entspricht  also  zwar  dem  Inhalt  desselben  vollkommen, 
nicht  aber  den  Erfordernissen  des  Kalküls. 

In  der  immerhin  interessanten  Gleichung  ä  =  {ä  =  1)  dagagen  verlieren  beide  Einzel- 
aussagen a  und  a  =  i  mit  der  Selbständigkeit  zugleich  den  Charakter  absoluter  Gültigkeit, 
während  die  Gesamtaussage  gültig  bleibt  nicht  nur  für  absolut  wahre  Aussagen  ä,  sondern 
auch  für  falsche  und  für  relative  und  daher  allgemeines  Aussagenprincip  A  heifsen  mag,  des 
Inhaltes:  ,,Jede  Aussage  schliefst  in  sich  die  (mit  ihr  selbst  bereichsgläcJts)  Behauptung  ihrer 
eigenen  G-ültigJ^eit."  Einen  Unterschied  zwischen  absolut  wahren,  falschen  und  relativen  Aus- 
satten  ergiebt  erst  die  wiederholte   Anwendung  des  Aussagen-  und  des  Wahrheitsprincips. 

Ist  nämlich  ä  eine  absolut  wahre  Aussage,  so  ist  nach  dem  Princip  A  oder  auch  nach  W 
a  =  i    ebenfalls   absolut  wahr,    desgleichen  (ä  =  1)  ==  1,  u.  s.  w. 


(((«  =  i)  =  ii=.i)  =  . 


in  inf  . 


Ist  dagegen  b  eine  falsche  Aussage,  d.  i.  b  =  6  eine  absolut  gültige,  un^  nach  dem 
vorigen  desgleichen  ({(6  =  Ö)  =  1 }  =  l)  =  .  .  .,  so  ist  aber  auch  6=1  falsch,  also  (6=1)  =  0 
richtig,  u.  s.  w.,  dann  wieder  |(6  =  1)  =  1 }  =  Ö  u.  s.  w.,  in  Worten:  Eine  Aussage  in  Abrede 
stellen  heilst  ihre  Verneinung  bejahen;  endlich 


({(j...(j(6=i)  =  i|  =  i)  =  ...)=i)=ö}  =  i)  = 

\  l  ^  (1)         (2)  (3)  (4)  («-1)  (») '     (n+l)/ 


in  inf. 


Hierin  sind  sämtliche  Gleichungsglieder  in  unendlicher  Anzahl  =  1  zu  denken  mit  Ausnahme 
des  ersten  6  und  des  wteu  0.  (Richtig  bliebe  die  Proposition  offenbar  auch  bei  irgend  einer 
ungeraden    Anzahl   von    Nullen.)     6   möge    hierin    Aussage   „1.  Ordnung",    6=12.  Ordnung, 
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fh=.i)-i  S  Ordnung  u.  s.  w.,  kurz,  die  unter  die  Gleichungsglieder  rechter  Hand  gesetzten 
l  «.  1  9  ^  '  n  1  n  n4-l  •  Aussagenordnungen  heifsen;  nach  dem  Wahrheitsprincip 
kf  rman 'dL*  "drun^^^^^^^  Ordnung'  dieser   Gesamtaussage    auch   umgekehrt  wieder 

hrbirernt^gen  jedoch  nur  bis  zur  nten  Ordnung,  bis  zur  Null,  da  das  Wahrheits- 
pii^r::?^^^^^^^^^^  Aufstellung  einer  falschen  Aussage  ohne  ausdrückliche  Bezeichnung  der- 
selben  als  solcher  verbietet. 

Ganz  ähnlich  erhält  man  für  eine  relative  Aussage  c 

•■•(1(1  •••o(ri?=i'= i)  ==•••' -^='»>^-^°''''" '°' 

t  'rXa^,::  B^deT:^  l^l^L.  vo.L.„.nde„  allgemeinen  Gebietssy.We 
TZtlfl^tlrl  ie  nachdem  diese  Wahl  e^em  GüHigke.tspunkt  entspncht  ode. 
nicht      Auch  hier  darf  nicht  nnter  der  »ten  Ordnung  abgebrochen  werden. 

Relative  und  falsche  Aussagen  sind  sonach  Wahrheiten  ^^^  ''-<*7";j  ^iHurd  s 

.ei  irgend  einer  höheren,  aber  -';^-J''^;rSbr  t^  —  ^^^^^ 
GüHigkeitsp^dikat       zu  venagen^  N.^t  a^  o    ^   '.cb^^^^^  g    ^^^^^   ^^^^^   ^^^^^      ^^^ 

w=ca\fj:££w 

Erwägungen,   .st  auch^Geda^    an  d^      etwa  ein  Axiom  ungültig  sein  könnte,  keineswegs 
fnT^^oto rnltsÄalten,  wie  in  einer  relativen  Aussage,  so  ^^^^''^  ^^^ 

manden;  u.  s.  w. 


Deduktion. 


^r^^SES'SS^ 


t 


\ 


(1) 

(2) 
(3) 
(4) 
(5) 
(6) 

(») 
(9) 


ab  =  ba 
(ab)c  =  a{bc) 

aa  =  a 
a  ■  1  =  a 

aä  =  0 

ab  =  ä  -\-b 
a  =  ab  -\-  ab 
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Kommutationsaxiom 

Associationsaxioin 

Absorptionsaxiom 

Einsaxiom 

Nullaxiom 

Additionsaxiom 

Distributionsaxiom 


Multiplikationsgesetze. 


Negationsgesetze 


(a  =  ab)  =  {a  =^  b)     Subsumtionsaxiom 
1^0  Existenzaxiom 


Die  beigefügten  Benennungen  der  einzelnen  Axiome  werden  sich  zum  Teil  erst  unten 
durch  deren  Gebrauch  erklären. 

Da  es  nach  Axiom  (2)  (und  dem  Gleichheitsprincip)  gleichgültig  ist,  ob  man  {ab)c 
oder  a{bc),  (abc)d,  {ab){cd)  oder  a{bcd)  u.  dergl.  setzt,  so  mögen  im  folgenden  solche  Pro- 
dukte ohne  Klammem  geschrieben  werden,  wie  abc,  abcd,  u.  s.  w. 

(In  diesen  Axiomen  wird,  wie  in  jeder  Anssagentheorie,  die  Multiplikation  gegen- 
über der  Addition  einseitig  bevorzugt.  Eine  zweite,  sich  mehr  der  Schröderschen  nähernde  Art 
der  Deduktion  mit  den  Axiomen: 

(a  =^b){b=^a)  =  {a  =  b) 
(a^b)(b^c)^ia^c) 
(c  =^  a)  (c  =$  6)  =  (c  =^  ab) 
(a^c)(b=^c)  =  ia-\-b^c) 
(ax  =  0)  (a-\-  X  =  1)  =  (aj  =  a) 

a  =  ab  -{-  ab  (statt  (6c  =  0)  =^  { a(b  -\-  c)  =^ac  -\-bc]  bei  Schröder^) 

140 

läfst  den  Parallelismus  der  einander  „dual"  entsprechenden  Multiplikations-  und  Additionsaxiome 
und  -theoreme  von  vorn  herein  hervortreten,  nötigt  aber  zu  noch  einigen  weiteren  Voraus- 
setzungen speciell  über  den  Aussagenkalkul,  nämlich  betreffend  gewisse  Gesetze  der  Multiplikation 
und  Subsumtion  von  Eins-  und  Nullaussagen,  Specialfälle  obiger  Axiome  (1),  (3),  (4)  und  {S)f 
welche  sodann  erst  später  durch  den  Kalkül  selbst  auf  Gebiete  im  allgemeinen  ausgedehnt 
werden.) 

22.  (Grundlagen.)  Die  Axiome  sind  es  zunächst,  deren  Deutung  und  Anwendung  ge- 
regelt wird  durch  die  übrigen  Voraussetzungen.  Letztere  seien  hier  nochmals  in  übersichtlicher 
Kürze  zusammengestellt,  soweit  dieselben  für  die  folgende  Deduktion  immittelbar  fruchtbar 
gemacht  werden.  Ich  lege  hier  vorläufig  mehr  Wert  auf  Vollständigkeit  in  der  Aufzählung 
der  benötigten  Voraussetzungen,  als  auf  möglichste  Reduktion  derselben. 

Zur  Deutung  der  Axiome  ist  erforderlich  die  Festsetzung  der  aus  den  6  Postulaten  — 
dem  Elementepostulat,  den  beiden  Gebietepostulaten,  dem  Eins-,  dem  Null-  und  dem  Individuen- 
postulat —  fliefsenden  10  Begriffe  nebst  entsprechenden  Zeichen: 


1)    Algebra  der  Logik,  Bd.  I,  pag.  293;   cf.  ib.  p.  294  u.  310,   ferner  das  Referat  von  Korselt  in  der 
Zeitschrift  für  math.  und  nat.  Unten.,  1897. 
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Element  a,  /3,  y, 
Gebiet  a,  b,  c,  . . 
Einsgebiet  1 
NuUgebiet  0 
Individuum 


Multiplikation  • 
Addition  -|- 
Negation  ~ 
Subsumtion  =^ 
Gleichheit  = 


Den   Gebrauch   der  Axiome  -  und   der   ihnen   in  dieser  Hinsicht   gleichzusteUenden 

Theoreme  —  betreffen  die  3  Principien:  ■    .■    . 

Das  Wahrheitsprincip  W:  Jede  Aussage  ist  isolierbar,  wenn  derselben  eme  isolierbare 
Aussage  gleich  oder  eingeordnet  ist;  und  umgekehrt,  jede  isolierte  Aussage  kann  durch  das 
Gleichheitszeichen  oder  auch,  als  Prädikat,  durch  das  Subsumtionszeichen  mit  1  verbunden  werden; 

ä  —  (i  =  ä)^{i=^  a). 

Das  Specialisierungsprincip  S:  In  jeder  isolierten  Aussage  ist  jedes  allgemeine  Symbol 
ersetzbar  durch  jedes  andere  ebenfaUs  aUgemeine  oder  auch  specielle;  und  umgekehrt,  jede  aU- 
gemeine  Aussage  ist  isolierbar,  wenn  dieselbe  gilt  bei  Substitution  aller  denkbaren  Symbole  und 
Symbolwerte  für  die  allgemeinen  Symbole  („Bestätigung"). 

n(p{a,b)^q>{a,b)^q)(b,b). 

a 

Das  Gleichheitsprincip  genügt  hiemach,  soweit  dasselbe  nicht  schon  in  den  vorigen  W 
und  S  mit  enthalten  ist,  lediglich  in  seiner  der  Zeichensprache  angehörigen  DarsteUung 


G 


(a  =  6)  =4  [f{a,  a,  b,  b)  =  f{a,  &,  b,  a)} 


23.  (Unmittelbare  Ergebnisse.)     Von   der   Subsumtion   G   aus   kann   man   mittelst  W  zur 
verbalen  Fassung  des  Gleichheitsprincip«  in  Art.  17  gelangen.     Ist  nämlich  in  G  wirHich  a  =  6, 
d    i    ist  die  Subjektgleichung  a  =  &  eine  isolierbare  Aussage,  also  etwa  emes  der  Axiome  wie 
(1)  ab  =  ba,  so  ist  die  Prädikataussage  fta,  a,  b,  b)  =  f{a,  b,  b,  a)  nach  W  ebenfalls  isolierbar, 
l   B    f(a-b)=^f(b-a)   nach  (1);   bedeutet  hierbei  f{a,a,b,b)   selbst  wieder   eine   isolierbare 
Aussage,  z.  B.  (8)  {a  =  ab)  =  {a  =^b) ,  so  folgt  abermals  nach  W  die  Isolierbarkeit  der  Aus- 
sage f(a,  b,  b,  a),  im  Beispiel:  (a  =  ba)  =  {a^  b),  welche  aus  der  ursprünghchen  f(a,a,  b,b) 
(bez.  aus  (8))    hervorgeht,    wenn    man    darin    a   und    b    (ab  und  ba)    mit   einander    vertauscht. 
Vertauschung   gleicher   Symbole   ist   somit   erlaubt  in  absoluten  Aussagen,   durchweg   oder  auch 
teüweise,   also  auch  in  jedem  Teil  einer  solchen  für  sich  allem,   und  so  auch  m  jeder  etwaigen 
relativen    Primäraussage;    sie   ist   somit   „erlaubt"   unter   allen  Umständen,    in  jedem   beliebigen 
Zeichenausdruck,   da   solche    Ausdrücke   eben   nur   hergestellt   und   erörtert  werden   um   der  ab- 
soluten Aussagen  willen,    in   denen   sie  vorkommen   oder  vorkommen   könnten.     Denn    erlaubt 
ist,  was  an  der  Wahrheit  (oder  dem  Bereich)  einer  jeden  absoluten  Aussage  mchts  ändert. 
Die  wichtigsten  Specialisierungen  von  G  andererseits  sind  folgende: 

G,  (a  =  b)^ib  =  a) 

G^  {a  =  b)=^{ac  =  bc) 

G2  (a  =  6)  =^  {ca  =  cb) 

G,  (a  =  6)^(a-t-c  =  &4-c) 

G,       ■  (a  =  6)^(c+a  =  c-f  6) 


li! 


0^4 

Ge 
Gl 


—    22    — 

(a  =  h)^  {(a  =  c)  =  (6  =  c)} 


Da  diese  „Gleichheits8ätze%  wie  sich  zeigen  wird,  für  unsere  Zwecke  genügen  -  oder  auch 
wohl  mehr  als  genügen  (cf.  Schlufs  dieses  Art.:  G,^G,),  -  so  soUen  dieselben  statt  des 
Gesamtprincips  G  im  folgenden  ausschliefslieh  benützt  werden. 

Zur  Abkürzung  citiere   ich  bei  Begründung  einer  Aussage  durch  unter  oder  auch  über 

das  Aussage-  (d.  h.  Subsumtions-  oder  Gleichheits-)  Zeichen  gesetzte  Nummer;  so  soll  1  •  1  ^^^  1 
bedeuten,  dafs  1  •  1  =  1  durch  Specialisierung  nach  S  aus  Axiom  (3)  folgt  (cf.  Art.  19),  wobei 
der  Hinweis  auf  S  wohl  im  allgemeinen  als  überflüssig  fortfallen  kann.  Sollen  dabei  die  Gebiets- 
symbole a,b,..  .  eines  Axioms  (oder  Theorems)  speciell  als  Aussagen  ä,  6,  .  .  .  gedeutet  werden, 
so  mag  dies  an  der  Citatnummer  durch  übergesetzten  Punkt  angezeigt  werden,  wie  in  (1),  G^i,  1).— 
Den  nach  W  zu  isolierenden  Primärteil  einer  sekundären  Beweisproposition  hebe  ich  durch 
Unterstreichen  hervor,  anstatt  denselben  nochmals  besonders  anzuschreiben,  womit  zugleich  auch 
auf  das  Princip  W  verwiesen  sei;  zu  dem  unterstrichenen  Teil  allein  gehört  dann  auch  die  (mit 
oder  ohne  '  Zeichen,  cf.  Art.  20)  beigesetzte  neue  Theoremnummer;  —  in  sonstigen  Fällen 
setze  ich  als  Ausdruck  der  Isolierbarkeit  unter  das  Aussagezeichen  =  oder  =^,  oder  auch  unter 
ein  allgemeines  Aussagensymhol  «,  6,  .  .  .  (wo  nicht  ein  Citat)  einen  Vertikalstrich:  a^b, 
a=^b,  ä,5,  ...,  insbesondere  bei  weiteren  Schlufsfolgerungen  wie  ä=^b=^c  =  d,  und  dergl. 


I     I 


Hiemach  hat  man  z.  B.     (3)  =^{a  =  aa)     oder 


(^1 


(1)  =$  { (a  =  ab)  =    {a  =  ba)]^  [(8)  --  { {o^^^szS^±3 ) ]  ' 


kurz  angedeutet  durch 


G, 

(^.  =  "^  ^)^.^1{%)  ("* 


?>), 


mit  Weglassmig  des  Hinweises  auf  Gr,  und  G'^.  So  fasse  ich  auch  durch  m=^{a  =  b  ^c) 
die  Propositionen    m  =^(a  =  b),    b  -=  c    sowie  die  nach 

{h^c)^{{a  =  b)^{a^c)]^[[m^{a==b)]    ^    \m^{a  =  c)]] 

hieraus  fliefsende  w  =^  («  =  c)  kurz  zusammen  —  wo  offenbar  hinter  m  auch  das  Zeichen  = 

statt  =^  stehen  (bei  Anwendung  von  G^  statt  G^),  und  m,  d.  h.  nach  W  a  =  b  isolierbar, 
a--^b,  sein  dürfte  (cf.  unten  Beweis  zu  Theorem  6).  —  Die  „fortlaufende",  durchweg  absolute 
Proposition    a  -   b=^c       d    —   mit    einer    Subsumtion   —    soll    zunächst    die    drei    Aussagen 


a=^b,   b=^c,   c       d   vertreten,  sodann  aber  auch   die   nach    (a  =^  b)  =^  {(«  =^  c)  =  (6  =^  c)} 

sich  ergebende  «  ^  c,  ferner  a  =^  d  (nach  G^)  und  b  =^  d  (desgleichen).    Eine  etwaige  Prädikat- 

I  I  I 

aussage  (Schlufsfolgerung)  zu  einer  der  6  Einzelaussagen  kann  dann  an  die  gesamte  fortlaufende 


—     23     — 

Proposition   wie   als   deren  Prädikat    unmittelbar    durch   das  ^^Zeichen  angeschlossen  werden 
(cf.  unten  Beweis  zu  Theorem  3)).  —  U.  s.  w. 

Man  kann  in  dieser  Weise  den  Axiomen  und  Gleichheitssätzen  verschiedene  neue  h  ormen 
geben,  die  ich  je  nach  Bedarf  statt  der  obigen  ursprünglichen  unter  den  gleichen  Nummern 

citiere,  wie  etwa 

/2)  a{hc)  =  {ab)c  =  abc   (cf.  z.  B.  unten  Theorem  3).) 

(ß)  a  =  aa  (Theorem  1).) 

(^4)  l.a  =  a,    a  =  al,     a  =  la,     (ähnlich  (5).) 

(8)  {a^b)  =  {a  =  ab),       (a  =$  fe)  =  (a  =  &a); 

so  folgt  auch  G2  aus  G^: 

{(ac  =  Ic)  I  {ac  =  eb)]^  [G,  ^  i(l^*I±(?l^£M]'  "•  '•  "• 

Gq 

Ebenso  mögen  derartige  geringe,  nach  dem  bisherigen  erlaubte  Abänderungen  an  den  folgenden 
Theoremen  ohne  besonderen  Vermerk  beim  Gebrauch  mitunterlaufen. 


24,  (Aussagenkalkul.) 


(3)  -=(a=^a) 

(4)  -  (a  =$  1) 


I 

4)  =..-  (0  =  0-a) 

J  (8)   ^- 


1) 

2) 

3) 

4) 
5) 


oder  (derselbe  Beweis  in  kürzerer  Andeutung): 


(9)  =  {0-,  (1 4  o)j,)ii^)|  =  a±5) 


1-^1.1  =  0 

i^4)        -~(6)— 


6) 

1) 

8) 


Damit  smd  von  e.nem  Kalkül  mit  speeiellen  Aussagen,  also  mit  den  beiden  Gebieten  i   und  0 
ausschliefslieh  (cf. -Schlufs  des  Art.  10)  in  Gestalt  der  Propos.t.onen 


I 


—    24    - 

^         (3)     '  (3)      '  (1)  5)  i)  i)  2)  (9)  8) 

diejenigen  Gesetze  gegeben,  welche  hinreichen  zur  „bestätigenden"  Begründung  (Art.  19)   eines 
allgemeinen  Aussagenkalkuls,    d.  i.  eines   auch  für    allgemeine    relative    und    absolute   Aus- 
sagen rt,  6,  c,  ...  gültigen,  des  Inhalts: 
lÖ)  \ä^{h=^c)]  ={äh^c) 

li)  (a  =€  ^)  =4  («^  =€  ^c) 

12)  (« =€  ^)  (^  -€«)  =  («  =  ^) 

13)  («=€^)  (&^c)=^(a=$c) 

14)  (ä  =$  6)  (a  =$  c)  =  (ä  =4  6c) 

15)  (ä4fe)(c^rf)=4(«^-€^^) 

Eine  fortlaufende  Aussagensubsumtion  a  =^  b  ^  c  vertritt,  entsprechend  einer  fortlaufenden 
Gleichung,  zunächst  die  beiden  Einzelsubsumtionen  ä^^'h,  6  =$  c,  sodann  aber  auch  die  nach  13) 
aus  beiden  folgende  ä=^c;  ebenso  eine  aus  beliebig  vielen  Subsumtionen  und  Gleichungen 
„gemischte  fortlaufende  Aussagenproposition''  wie    ä=^b^6^    d=^e    die    10    Einzelaussagen 

ä^h,  i>   ^   c,   6-^   d,  d^e-,   a=^c,   ä=fd,   ä^S,   h  ^  d,    b=fe,   c=fe,    wobei    aufser 

13)  auch  die  Gleichheitssätze  G^,  G^,  G^  in  betracht  kommen.  Nach  der  unten  erfolgenden 
Ausdehnung  des  Aussagensatzes  13)  auf  Gebiete  überhaupt  lassen  sich  ebensolche  gemischte 
fortlaufende  Gebietepropositionen  einführen. 

Das  —  nicht  in  den  Gebietekalkul  übertragbare  —  Theorem  lÖ)  bezw.  lÖ')  giebt  ein 
Schema  zur  Umgestaltung  der  Gleichheitssätze  G-^,  G\,  G^,  G^,  sowie  andererseits  der  Theoreme 
12);   13),   14),   15),   —  wenn  man  für  12)  und   14)  zunächst  noch  gemäfs 


(ä  =  6)     ;  -  (ä  ^b){b^  ^)^S^L±h 


12') 


Subsumtionen  statt  Gleichungen  schreibt,  also  z.  B. 


.        .  12') 

(ä  =$  6)  (6  =4  a)  =$  (ä  =  6) 

12) 


lÖ) 


[(A^iÖJ!iii^-ÄiÖ_±i^^         ] ' 


überdies  hat  man  auch  direkt  durch  „Bestätigung" 

(a=^6)=  !(6=^a)  =  (ä  =  6)} 
{a^b)=^[{a=^c)=^{ä^U)] 

Die  vorgenannten  Gleichheitssätze  lauten  in  besonders  brauchbarer  Gestalt 

{a  =.h){b  =  c)=^{a  =  c) 
{a^b)(b  =  c)^{a^c) 
{a  =  b)(b^c)=^{a^c) 


12") 
14') 


^    25    — 

nämlich  G,=^Ua  =  h){c==  a)   .   (c  =  a)  (a  =  6)  f  (c  =  6) }  =|  G'^ 

lö')  ^  ^^^  ^ 

G,^{{a  =  b){c=^a)y^(c^a){a  =  h)=f{c^b)]^GÖ 

10')  ^') 

^(^a=^b)=^{{a^c)  =  {b^c)]^{ib=^c)^{a^c)]\^G^ 

Endlich  kann  man  nun  auch  G^  und  G^  umschreiben: 

(a=  h)  (c  =  d)=^  {ac  =  bc)  {bc  =  bd)  =$  (ac^±^ 
{(«  =  6)  I  (6  =  a)]  [(b  =  a)  I  (a  =  b)}  ^^  {(a  =  &)  =Ji=  «)), 

wonach   man  jetzt   z.  B.^  aus   (8)  auch  (afe  =  a)  =  {a^b)  oder  (a  ^  6)  =  {ba  =  a)  u.  dergl, 
insbesondere  aus  dem  Satze  G5   die  beiden 

{a  =  c){b  =  c)^{a  =  b)    und    {a  =  b)  {a  =  c)  ^(b  =  c),  Ö5" 

—  mit  der  gemeinsamen  Nummer  Gi"  —  erhalten  kann.  ^  ^.    n"    a      r"' 

Ich  werde  mir  später  häufig  erlauben,  mich  einfach  auf  Cr,  statt  auf  G,,  G,  oder  Crs  , 
auf  lö)  statt  auf  lÖ')  u.  s.  w.  zu  berufen,  es  dem  Leser  überlassend,  unter  den  so  gememsam 
bezeichneten  Propositionen  die  passende  herauszuwählen.  Auch  glaube  ich,  überhaupt  mcht 
weiterhin  stets  gleich  ausführlich  wie  bisher  citieren  zu  sollen,  wo  die  angewandten  Pro- 
Positionen  leicht  ersichtlich  sind. 

25.  (Multiplikation.)  Es  ist  nunmehr  die  Gültigkeit  der  obigen  Theoreme  11)  bis  15) 
nachzuweisen  für  den  gesamten  Gebietekalkul. 

11) 

12') 
12'") 


i^-34X^^  (I)  ^  =  ^^)  (i)  ^^-^ 
12 ') .  { («  =  6)  =  (6  = «)  ^  (6  =4 «) }  =r  ( (« ril^jfci  *L(*±JÖ  1 


(„  =^  6)  (6  =^  «)  I  («  =  «6)  (6  =  ^il±(^-3. 

12"")  •  12'")  =4  {(«^)i^  ^l:zSt^3J 
12"") 


12"") 
12) 


ia^b)ib=^c)yAa<b)ib^bc)^^ia^bc)^i^^^^^  ''^ 


(» 4  öii^"')  i  (« = 


_d)  I  (a  =  ah)  (c  =  c<?)_^,  \ac  =  «Scd  |  «e  ■  »%  L»f =$i« 


> ^.-i-i — 'j5)-        W  ~ 


15) 
14") 


26 


=  (a  =4  bc)  (hc  =^h)=^{a^h) 

3)     '"13)    - 

(«.^^.M.^)  I  =  («  =4  bc)  {hc  ^c)=^{a=^c) 


27     — 


14") 


14")  •  14'")  -  [{a^  ^(«,±£)jÜ:J>.^i^)' 


^2 


(1  =  ah)  ^  (1  =6  a6)  =,  (1  =€  «)  (1  =^  ^) jyiLr JÖLil^l) 


7) 


14) 


14) 
16) 


26.  (Addition  und  Negation.)  Den  einzelnen  Multiplikations-Axiomen  und  -Theoremen 
entsprechen  dual  —  auch  der  einzuführenden  Numerierung  nach  —  die  nun  folgenden  Additions- 
gesetze. Die  Ableitung  derselben  bedient  sich  in  ausgiebigem  Mafse  der  drei  Negationsaxiome 
(5),  (6),  (7),  von  denen  bisher  nur  (5)  schon  Anwendung  fand,  sowie  der  noch  ganz  unbenutzten, 
ebenfalls  von  Addition,  bezw.  von  Negation  handelnden  Gleichheitssätze  ^3,  G^  und  G^,  zu 
denen  noch  Ergänzungen  (ähnlich  G2  und  G[)  treten. 


15) 

(a  ==  5)  (c  =  (^)  =^  (a  +  c  =  6  -h  c)  (6  4-  c  =  fc  -f  rf)j4  (a  4-l^_+  ^) 


»'s  "^3 


C  " 


G^ 


(4;) 


Das  Theorem  (4;)  entspricht  dual  dem  Axiom  (4),  jedoch  nicht  in  vollem  Umfange,  da  nämlich 
das  Kommutationsgesetz  für  die  Addition  noch  nachzuweisen  bleibt. 


l+J  (6)  «*  S  *1.(6)l+i 


(U) 


Hiemach  sind  vorerst  nur  Summen  negierter  Gebiete  kommutativ.     Der  naheliegende  Schlufs 

(i;)=^(aH-fe  =  6  +  a)^(U) 

s 

setzt  (nach  Art.  18)  die  Existenz  von  Aussagen 

<;p(ä)=  nq>(a), 

zu  denen  dann  (U)  gehören  müfste,  also  einen  Satz  wie  etwa  unten  das  Theorem  17)  voraus, 
wonach  «  als  allgemeines  Symbol  wie  a,  d.  i.  wonach  jedes  beliebige  Gebiet  als  Negation  eines 
anderen  gelten  kann. 

(4;) 

IT) 
17) 

9*) 
6») 


G 


-Gk 


_  _  /Tf         _  __ 

1(1) ««  +  «« ,5)  ""  +  *^  HT)  ""-(1)  "."- 

1  ''*  ö  - 1 
1  +  0  -2^  ö  +  o  -=  ÖT5  i  5     1 


?,  G 


e4'=  .  T     -iiTe.T^ 


(U)  ^  (U),    oder    «J-J  2£  5  +  6  ^^^  56  ^^  hä^^ttSL 

s 


g: 


(K) 


(i±3+±m  (« + ^) + ^  (6)  »"^ + '  (6)  ("'^)^"  (2)  ^^'iM"^  ^^"^      ^^*^ 


1+J5  17)  »  +  "  (6)  '"  (3)  "~r7)  " 


(3.) 


(1.)  •  (4:)  4  (4.),    oder    «+i  if)  5  +  »  ^  »'Ö  »^j  «•  ^  (4)  %7)^  ^^^^ 


(5)  ^  (^^^^  5^  ^  S  +  5  ^^  a  +  «  =  Ö  j=^2) 
(«  +  6  =  3  +  ft  =  iT)  I  (31  =  ^  17)  ?5) 


(6.) 
(6') 


(5  _^.  56  +  «5  j^^  äh  +  «6)  I  {l^^M^^^^-^  (6)  («_+ ^)Jl±S!  (^*) 
Man  reeW  ..  (T)  im  aB.e.eine„  -J-  -^tX*  it  etCZa^to^X^ 
dualen  Gegenstücke  zu  folgenden  wichtigen  Konsequenzen  aus  (0: 


a  j-l  ^«  ah -{- äh  ■\- ah -\-  ah  ™  ah  ^- ah -\-  ah^ 


5) 


'^3 

(7) 


a  -|-  «6 


^'  ah  -}-h 
1(7) ^^^ 


«Ll^^lif)  ^  +  ^"^^  (6)  ^  +  ^"(C)- 


-(5.,)       ^       (7) ^'^ 


18) 

19) 
20) 


Wie   d.e   Gleichungen   durch  G,  und  17),    so    werden   auch   die   Subsumtionen   dual   umsetzbar 
durch  das  folgende  Theorem  22): 


[ia^h)^iah=^hl>^^0)--={ah=^0)][{ah^O)^^{ah  +  ah^^a^ah  + 


._     {{a=^h)=={ab==0)] 

^2^ .....         ^ 


21) 


4* 


(a^h) 


—    28     — 
_  (a  =  ab)  =  (a  =$  a&)  (afc  =€  «)  =^  (ü^f^) 

(8)  12)  (4) 


—     29     — 


21) 


(ab  =  0)  = 


22) 


(6=^ä)  = 


(«^  <  «)  ü;  (« Tf) «  ^  «^  6)  ^^-^^'■>      i^^±i:l 

(^±^  W)  ^^^'  =  ^)  ii)  (''^^^  tö 
i^±L+äL23)(«'^=^J^) 

(a  ^  6)     .  (6  ^  «)  4  (6c  =4  äc)  ^  (a  +  c  =^  6  +  c) 

"      £i)  (11)"  •^    '"  "--——- 

(« =$  .^)  (Mf)  22)  (^^=^  ^)  (^^  ^^  r4)  (^"^  ^%)  (i+±±^i 

(a  -f  6  =  0)  =,7  («&  =  1)  ,,,  (ä  =  1)  (6  =  1)  ^,  {a  =  0)  (6  =  0) 


G 


16) 


g: 


{a  =  b) 


12) 


=  (a&  =  0)  (ab  =  0)  ^^  («1+16=^0) 

=  (i  +  6  =  1)  (a  +  6  =  1)  ~  f (i+iLC« +i)  =A) 

(«6  =  0)  (a  +  &  =  1)  ==  (ä6  =  0)  (ä  +  6  =  1) 


21)  2U)  ^^ 


^^  (a  =$  a6)  (6  =^  ab)  =  (a  +  6  =$  «6) 


21) 


21.) 
22) 

(8.) 

3.) 

23) 

23,) 

11.) 

14.) 
15,) 

16.) 
24) 

24J 
25) 


(a6  +  «6  ==  1) 


2U) 

=  (a  -f  6  =  a6) 
1^^  ™^ ^^ 


(«6  =  0)  (0  +  6=1)^^^(6  =  5) 


26.) 
27) 

(5') 


(d.  i.  jedes  Gebiet  ist  zu  seiner  Negation  und  nur  zu  dieser  gleichzeitig  disjunkt  und  komple- 
mentär, cf.  Art.  8). 

(fLÄ^iT)  ^""^  m  «^^  +  «^^==  ^)  TT,  («^^  =  ^)  («^^'=  Ö).o7Ni«^  =€J>)  («f  =^  ^  +  c)  =     28) 


(7) 


I64.) 


-21)~-"' 


=  (ac  =^  6)  («c  =$  c)  (a  =^  6  +  c)  (c  =$  6  +  c)  ^^.  {ac  ^bc)  (a -i- c^b -{- c)  29) 


12) 


30) 


Im  übrigen  entsprechen  einander  dual  G^  und  G^,    G^  und  G^,   2)  und  4),    6)  und  7); 
von  Sätzen  wie  (9),  G^,  G^,  8),  22),  27)  entspricht  jeder  dual  sich  selbst. 


27.  (Distribution.)   Das  Axiom  (7)  ist  ein  Specialfall  des  folgenden  „Distributionsgesetzea": 
[lab  =^  a)  {ac  =4  «)  =€  («&  +  «^^  =4  a)\    \{ab  ^  b)  {ac  ^  c)  ^{ab  -\-ac^b-^c)] 

^  3)  3)         14+)  1^+)  ^ 

31') 
31") 


-^  [ab  +  ac=^a{b  -\-  c)} 


2U) 


21 


=^  (1  =  a(&  +  c)  -f  a6  +  ^-(6)"  +  ^'  +  ''^  +  "*' Tl)'*  "^  ^' "^  ^  "^  '  (^  ^  "^/  ^-)  ^)  ~  ^ 


31)  •  31")  —  \ab  ■\-ac  =  a{b  +  c)} 
{a  +  6)  (c  HM)  —)  «(c  +  ^)  +  K«  +  ^si).^*^  +  ^^  +  ^^  ±M 

(l±J)  (l±i)  31)^  +  ^^  +  ^^  +  ^^19) ^^üi 


31) 

32) 

31.) 


28  (Übersicht.)  Zur  Bequemlichkeit  sowohl  bei  künftigem  Gebrauch  als  auch  bei  der 
Lektüre  dieser  Abhandlung  mag  schliefslich  noch  eine  kurze  Übersicht  der  wichtigsten  Ergeb- 
nisse folgen  unter  Berücksichtigung  des  vorerwähnten  Dualismus  und  mit  Weglassung  der  unter- 
scheidenden Striche  bei  der  Numerierung.  Die  oben  nicht  aufgestellten  Sätze  18,),  19,)^  20,) 
sind  beigefügt. 

(1) 


(2) 
(3) 

(5) 
(6) 

(7) 

(8) 
(9) 

6. 
G^ 

Os 

G, 

1) 
2) 
3) 
5) 
6) 


ab  =  ba 
{ab)c  =  a{bc) 

aa  =  a 
a  •  \  =  a 
rtä  =  0 
ab  =  ä  -{-b 
a  =  ab  -\-  ab 
{a  =  ab)  =  {a^b) 


{a 


(h) 

a  -\-b  —  b  -{-  a 

(2.) 

(a 

+  fe)  +  c  —  a  +  (fe  +  c) 

(3.) 

a  -\-  a  —  a 

(i.) 

a  -\-  0  —  a 

(6.) 

a  -\-  a  —  1 

(6.) 

a  -}-  b  =  ab 

(7.) 

a  —  {a  -\-  b)  {a  -\- b) 

(8.) 

(« 

^b-b)-{a=^b) 

140 

i)- 

=  (6- 

«) 

{a  =  b)=^  {ac  =  bc) 
{a=.b){c  =  d)=^{ac  =  bd) 


Ga 


(«  =  &)  =4  (a  4-  c  =  6  +  c) 
{a  =  b){c  =  d)=^{a-\-c  =  b-{-d) 

{a  =  b)  =  {ä  =  b) 
|((j  =  6)=^  {{a==c)  =  {b  =  c)] 
\         (a  =  t)  (6  =  c)  =^  (a  ==  c) 


{a  =  b)^  {{c^a)  =  {c^b)} 
{a  ^b){b==c)^{a^  c) 


G-r 


{a  =  b)=^  [{a^c)  =  {b^c)] 
{a  ^b){b^c)=^  {a  ^  c) 


a=^a 


a=^l 
ab=^a        ab=^b 
0  =  0    a 

(a  =$  0)  =  (a  =  0) 


4) 
3.) 
5.) 
7) 


a=^a-\-  b        b=^a-{-b 
1  +  «=  1 

(1  ^  a)  =  (1  =  a) 


te 
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8) 

9) 
lÖ) 

11) 

12) 

13) 

14) 
15) 

16) 
17) 
18) 
19) 
20) 
21) 
22) 
23) 
24) 
25) 
26) 
27) 
28) 
29) 
30) 
31) 
32) 


0  =  1 


1+0 
1=0  I     9,) 

(a^b)=^{ac^bc)  I  11.)  (a^b)^{a  +  c^b-]-c) 

(a  ^b)ib^a)  =  {a  =  b) 
{a^b)(b^c)=^{a^c) 
(a  =^  6)  (a  =$  c)  =  (a  =^  bc)  |  14J       (a^c)  {b  :^c)  =  {a  +  b  ^c) 

^a=^b)ic=^d)^iac^bd)  15J      (a  ^b)  {c^d)=^{a  +  c^b  -{-  d) 

(1  =  ab)  =  (1  =  a)  (1  =  b)  I  16J      (a  =0)  (fe  =  0)=  (a  +  6  =  0) 


a 


a 


a-\-b=^a-\-äb  =  ab-{-b 

a  -{-  ab  =  a 
i  =  ab  -\-  ab  -\-  ab  -\-  ab  = 
(a46)  =  (a&=0) 


18^)  ab  =  a(ä  +  b)  =  (a -\-  b)b 

19 J  a  =  a{aji-  b) 

20J  '(«  ■^b)(a  +  b)  (ä  +  fe)  (ä  -f  6) 
21 J  (a  =4  6)  =  (ä  +  ?>  =  1) 


0 


(«=€*)  = 

=  (»=€«) 

(«6  4  c)  —  («  =$  6  +  c) 

23.) 

(a  —  b)  —  {ab  4-  äft  —  0) 

24,) 

(a=$fe-f  c)=  (a6=^c) 
(a  =  &)=  {{ä  +  b){a  +  b)  =  l] 
(a  =  b)  =  {ab  =  0)  (a  +  6  =  1)  =  (äft  =  0)  (ä  +  6_=  1) 
(a  =  6)  =  («  +  6)  (ä  +  6)  =  0  1  26^)  (a  =  6)  =  (a6  -j-  at  =  1) 

(a  =  ^j  =  (a  -}-  6  =  ab) 
(a  =4  &)  =  (ac  =^  6)  (a  =$  fe  +  c) 
(a  =^  ?>)  =  (ac  =^bc)  (a  -\-  c  =^  b  -{-  c) 
(a  =  6)  =  (ac  =  6c)  (a  4-  c  =  ^  +  ^) 
ab-\-ac  =  a(b  -\-  c)  \  31 J  a  -f  6c  =  (a  +  6)  (a  -f  c) 

ac  -f  af/  -\-bc-\-bd  =  {ai-b){c  +  d) 


■i&g.J.*«Bl^fjaSg^B^^;^ 
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|i 


.^.  — ~-  ÄwarwwM^T' 


/ 


Vorbemerkung. 


Das  Eliminationsproblem. 


i   ! 


„Wo  jemals  auf  eine  gänzlich  unnütze  Sache  viel  Scharfsinnigkeit 
verwandt  und  viel  scheinbare  Gelehrsamkeit  verschwendet  worden  ist, 
"so  ist's  diese  (die  Syllogistik).  Die  sog.  Modi,  die  in  jeder  Figur  mög- 
"lich  sind  durch  seltsame  Wörter  angedeutet,  die  zugleich  mit  viel  ge- 
"heimer  Kunst  Buchstaben  enthalten,  welche  die  Verwandlung  in  die 
"erste  erleichtem,  werden  künftighin  eine  schätzbare  Seltenheit  von  der 
,"Denkungsart  des  menschlichen  Verstandes  enthalten,  wenn  dereinst  der 
"ehrwürdige  Rost  des  Altertums  einer  besser  unterwiesenen  Nachkommen- 
y,8chaft  di'e  emsigen  und  vergeblichen  Bemühungen  ihrer  Vorfahren  an 
"diesen  Überbleibseln  wird  bewundem  und  bedauern  lehren." 

Kant,  1762. 

In  welcliem  Mafse  die  Logik  in  ihrer  bisherigen  Gestalt  von  sprachlichen  Gesetzen  und 
Begriffen  beeinflufst  ist,  wäre  ohne  Hilfe  des  Kalküls  wohl  schwerlich  jemals  mit  Sicherheit  zu 
beurteilen,  soll  aber  in  vorliegender  Fortsetzung  meiner  Programmbeilage  vom  vorigen  Jahre 
—  wenigstens  an  dem  Beispiel  der  Syllogistik  —  durch  die  Rechnung  festgestellt  werden.  Zu 
diesem  Behufe  wird  zuvor  das  „Eliminationsproblem"  so  weit  durchgeführt,  dafs  dasselbe  alle 
überlieferten  Syllogismenarten,  einschliefslich  der  „uneigentlichen",  als  Specialfälle  enthält.  Beides 
ist  schon  von  Schröder  u.  a.  geleistet  worden,  und  ich  habe  keine  neuen  Endergebnisse  zu 
bieten;  dagegen  habe  ich  die  weitläufigen,  in  zwei  Bänden  zerstreuten,  einschlägigen  Erörterungen 
Schröders,  wie  sie  den  Absichten  seines  umfassenden  Werkes  entsprechen,  ersetzt  durch  eine 
bündige  Deduktion  von  knapper  Form.  Manche  Theoreme,  welche  bei  Schröder  mehr  oder 
weniger  isoliert,  ohne  eigentliche  Herleitung,  nur  mit  nachfolgendem  bestätigendem  Beweis,  mit- 
geteilt sind,  erscheinen  in  neuem  und  engem  Zusammenhang.  Auf  einzelne  sich  aufdrängende 
Vergleiche  mit  der  Schröder' sehen  Darstellung  des  Gegenstandes  habe  ich  der  Raumersparnis 
halber  verzichtet.  Auch  die  seiner  Zeit  angekündigte  Rechtfertigung  meiner  Abweichungen  von 
der  Schröder'schen  Begründungsweise  des  Gebietekalkuls  mufste  nochmals  zurücktreten  vor  der 
gegenwärtigen,  mir  wichtiger  erscheinenden  Angelegenheit.  Inzwischen  glaube  ich  einige  meiner 
Neuerungen  hierselbst  durch  den  Gebrauch  schon  hinreichend  bewährt. 


( 


ff'i 


29.  (Zerlegung  von  Gebietsfunktionen  in  Aggreganten.)  ^)  Zwei  oder  mehrere  Gebiets- 
symbole können  in  Verknüpfung  mit  einander  zur  Bezeichnung  eines  einzigen  Gebietes  dienen, 
und  zwar  ist  die  Verknüpfung  zweier  a  und  h  unter  den  Symbolen  stets  entweder  eine  multi- 
plikative  ah,  oder  aber  eine  additive  a  -\-h,  wobei  noch  die  „nicht  knüpfende"  Negation  eben- 
falls angewandt  sein  kann:  äh,  ah,  ah,  u.  s.  w.  Ich  nenne  die  durch  einzelne  —  nicht  negierte  — 
Buchstabenzeichen  dargestellten  Gebiete,  welche  einen  mehr  oder  weniger  verwickelten  Gebiets- 
ausdruck zusammensetzen,  die  „primären  Argumente"  des  letzteren,  und  diesen  eine  „Funktion" 
seiner  Argumente.  Bezeichnet  nun  f{a,  h,-  •  •)  (vergl.  Art.  17)  eine  solche  Funktion  und  a,h,-- 
deren   Primärargumente,    so    können    in   f{a,  h,  •  •  ■)    als  Teilausdrücke  Produkte,    Summen    und 

Negate,  wie  a,  a-[-h,  äh,  kurz,  selbst  wieder  Funktionen  der  a,h,-  •  vorkommen.  Solche 
Funktionen  nenne  ich  allgemein  „sekundäre  Argumente"  von  f{a,  h,  •  •  •). 

Andererseits  ist  aber  auch  jedes  zusammengesetzte  Gebietssymbol  f{a,h,-  ■  ■)  not- 
wendig entweder  ein  Produkt  P  =  f{a,h,  ■  ■  ■)  =  7nn  •  ■  ■  irgend  welcher  möglicher  Weise 
selbst  wieder  zusammengesetzter  Argumente  m,n,-  •  -,  oder  aber  f(a,  &,•••)  stellt  eine  Summe 

S  =  f(a,  h,---)=p-}-q-\ von  Gebieten  p,  q,  •  ■  -  vor,   oder  endlich  drittens  f{a,  h,  ■  -  ■)  ist 

die  Negation  N  =  f(a,  &,••■)  =  s  eines  Gebietes  s.  Die  Gebiete  m,n,--,p,q,--,s  können 
dabei  die  primären  Argumente  sein,  oder  auch  teilweise  oder  durchweg  sekundäre.  Ich  nenne 
dieselben  die  „Argumente  ersten  Ranges",  oder  auch  die  „nächsten"  Argumente  von  f{a,  h,  •  -  •). 
Die  sekundären  unter  ihnen  haben  sodann  selbst  wieder  je  eine  der  drei  Gestalten  P,  S,  N  oder 
sind  bez.  Produkte,  Summen  und  Negate  ihrer  nächsten  Argumente,  welch  letztere  ich  auch 
Argumente  „zweiten  Ranges"  von  f(a,  h,  •  •  •)  nenne.     U.  s.  w. 

Zur  Herstellung  einer  Normalform  für  jede  beliebige  Funktion,  d.  i.  eines  einfacheren 
und  für  alle  Funktionen  gleichartigen  Aufbaues  aus  den  Primärargumenten,  —  wo  nämlich 
letztere  nebst  ihren  Negaten  stets  als  Argumente  ersten  oder  höchstens  zweiten  Ranges  auf- 
treten, —  dienen  die  früher  entwickelten  Rechenregeln.  Ich  nehme  im  folgenden  an,  dafs  im 
Interesse  der  Vereinfachung  eines  Funktionsausdruckes  bei  jeder  Gelegenheit  Gebrauch  gemacht 
werde  von  den  Sätzen  wie  (1)  bis  (5),  5),  9),  17)  bis  20)  (Multiplikations-  nebst  Negations- 
sätzen), auch  wo  dies  nicht  ausdrücklich  angegeben  ist. 

Zunächst  kann  man  offenbar  vermittelst  des  Satzes  17)  von  der  doppelten  Verneinung 
ein  jedes  mehrfach  negierte  Gebietssymbol,  also  ein  Negat  N=f{a,h,---)  =  s  =  s'^^s'  u.  s.  w. 
zurückführen  entweder  auf  ein  nicht  negieiies,  also  ein  Produkt  P  oder  eine  Summe  S,  oder 

1)  Schröder,  Algebra  der  Logik,  I  pag.  312  f.  u.  409. 


aber  auf  ein  einfaches  Negat  P,  S  e'mea  Produkts  oder  einer  Summe,  wenn  nicht  auf  ein  einfaches 
Buchstabensymbol  oder  das  Negat  eines  solchen.  Aber  nach  (Q)  Mst  sich  das  Negat  P  eines 
Produkts  in  eine  Summe  S,  und  umgekehrt  nach  (6^)  das  Negat  S  einer  Summe  in  ein  Produkt 
P  umsetzen.  Es  ist  damit  ein  Verfahren  angedeutet,  das  der  „Ausführung"  der  Negation 
zusammengesetzter  Ausdrücke,  bei  dessen  Fortsetzung  man  zuletzt  gar  keine  anderen  Negationen 
mehr  beibehält,  als  solche  von  Primärsymbolen.  —  Wir  denken  uns  diese  Reduktion  bei  allen 
im  folgenden  in  betracht  kommenden  Funktionen  durchgeführt,  als  erster  Schritt  zur  Erzielung 
der  Normalform.  Dann  haben  wir  nur  noch  zu  thun  mit  Funktionen  von  der  Form  P  und  S 
und  deren  Sekundärargumenten  von  gleicher  Gestalt. 

Hat  aber  in  einer  Funktion  von  der  Form  P  =  f\a,  h,  ■  •  •)  =  m  •  n  ■  ■  -  ein  nächstes 
Artrument,  ein  Faktor  m  selbst  ebenfalls  die  Form  P=m  =  m-  m" -  •  •,  so  kann  man  bekanntlich 
nach  dem  Associationsgesetz  (2)  die  Faktoren  m,  m",  ■  ■  •  zweiten  Ranges  von  f{a,  h,  -  •  •)  = 
=  m  n  •  •  •  =  m-  m"  -  ■  n  •  ■  als  solche  ersten  Ranges  betrachten  und  ein  jedes  Produkt  aus 
Faktoren  zusammensetzen,  die  selbst  nicht  wieder  Produkte,  sondern,  wenn  keine  Primärargu- 
mente oder  deren  Negate,  stets  Summen  sind.  Ein  solches  Produkt  775  aus  Summen  S  wird 
aber  dann  weiterhin  stets  durch  „Ausmultiplizieren"  nach  dem  Distributionsgesetz  31),  32)  zu 
einer  Summe  ZF  von  Produkten  P  der  ursprünglichen  Summanden. 

Die  nächsten  Argumente  einer  derart  in  die  Form  ZP  umgesetzten  Funktion  /"(«,  h,--) 
können  sodann  als  Produkte  P,  sofern  sie  etwa  selbst  wieder  zusammengesetzte  Faktoren  besitzen, 
ebenso  wie  f\a,  h,  •  ■  ■)  behandelt  und  die  hierdurch  entstehenden  Summanden  zweiten  Ranges 
von  f{a,  h,---)  wieder  nach  (2^)  als  solche  ersten  Ranges  genommen  werden,  bis  unter  den 
nächsten  Summanden  von  /(«,  h,  •  •  •)  nur  noch  Primärzeichen,  deren  Negate  und  Produkte  aus 
Primärzeichen  und  aus  Negaten  von  solchen  erscheinen.  Man  sagt  dann,  die  Funktion 
f(a,  h,  ■  •  •)  —  ursprünglich  von  der  Form  P  —  sei  „in  ihre  letzten  Summanden  oder  Aggre- 
ganten  zerlegt". 

Ob  nun  aber  eine  Funktion  /'(«,  &,•••)  die  Form  S  erst  erhält  durch  Ausmultiplizieren 
oder  auch  schon  durch  Ausführung  der  etwa  vorhandenen  Negationen  sekundärer  Argumente, 
oder  aber  ob  sie  diese  Form  S  von  vornherein  besitzt,  —  als  nächste  Argumente  kommen 
jedenfalls,  nach  Rangänderung  bei  etwaigen  Summanden  zweiten  Ranges,  stets  nur  Produkte  in 
betracht  neben  primären  Gebieten  und  deren  Negaten,  und  es  läfst  sich  somit  zusammenfassend 
sagen:  Ein  jedes  Gebietssymbol  stellt  sich  dar  oder  kann  doch  dargestellt  werden  1)  als  ein- 
faches Buchstabenzeichen  oder  als  das  Negat  eines  solchen,  oder  2)  als  Produkt  einfacher 
Buchstabenzeichen  bezw.  der  Negate  von  solchen,  oder  3)  als  Summe  von  Zeichen  der  unter 
1)  und  2)  genannten  Arten. 

Will  man  auch  von  eingliedrigen  Summen  und  einfaktorigen  Produkten  reden,  so  läfst 
sich  das  bisherige  auch  kurz  so  aussprechen:  Die  Normalform  aller  Gebietssymbole  ist  eine 
(ein-  oder  mehrgliedrige)  Summe  von  (ein-  oder  mehrfaktorigen)  Produkten  einfacher  negierter 
und  nicht  negierter  (negativer  und  positiver)  Buchstabensymbole. 

Nur  kurz  erwähnt  sei  eine  zweite,  dieser  dual  entsprechende  Normalform,  die  man 
hieraus  auch  mittelst  Negieren  erhalten  kann:  Die  Zerlegung  der  Funktion  in  ihre  letzten  Faktoren. 

30.  (Entwicklung  von  Funktionen  nach  einem  und  mehreren  Argumenten.)^)  Sei 
jetzt  X  ein  beliebiges  Primärargument  einer  Funktion  f{x)  in  der  ersten  der  beiden  erwähnten 

1)  Schröder,  I,  pag.  409  ff. 


—    5    — 

Normalformen,  Dann  können  unter  den  letzten  Aggreganten  von  f{x)  sich  solche  befinden,  welche 
X  als  Faktor  besitzen,  neben  anderen,  in  denen  x,  und  noch  weiteren,  in  welchen  weder  x 
noch  X  als  Faktor  vorkommt.  (Dagegen  kann  in  keinem  Aggreganten  x  neben  x,  oder  x  bezw.  x 
mehrfach  als  Faktor  vorkommen,  wenn  man  nach  (3),  (5),  (4^)  und  anderen  Rechengesetzen 
vereinfacht  hat.)  Wir  stellen  nun  die  Glieder  mit  x  zusammen  in  eine  Klammer,  aus  der  wir 
den  gemeinsamen  Faktor  x  ausscheiden,  und  deren  Inhalt  sodann  mit  Ä  bezeichnet  sei;  des- 
gleichen scheiden  wir  für  die  Glieder  mit  dem  gemeinsamen  Faktor  x  diesen  aus;  der  zu  x 
hinzutretende  Klammerausdruck  mag  P,  das  Aggregat  der  noch  übrigen  von  x  und  x  freien 
Glieder  C  heifsen,  wofür  übrigens  nach  (7)  auch  Cx  -\-  Cx  stehen  darf.     Dann  haben  wir 

33)  f{x)  =  Äx  -\-  Bx  +  C  =  {Ä  -\-  C)x  +  {B  i-  C)x  ^  ax  -{-  hx, 

wo  die  „Koefficienten"  Ä,  B,  C,  a  =  Ä  -\-  C,  h  =  B  -\-  G  sämtlich  von  dem  „Konstituenten"  x 
(und  dessen  Negate  x)  freie  Gebietsausdrücke  sind. 
Hieraus  folgt  sofort 

\  /(())  z=b=  f{a  ■  h)     =  f{a  .  b)  f{b)  =(1-0    =  f(a)  =  f(a  •  h)  =  f(ä  +  b) 


35) 


X  •  f(x)  =  ax      X  -\-  f(x)  =  X  -{-  b       a  '  f{x)  =  a(x  -\-  b)       a  -{-  f(x)  =  a  -}-  bx 


[  X  '  f{x)  =  bx       X  -{-  f(x)  =  a  -\-  X       b  •  f(x)  =  (a  -\-  x)b       b  -{-  f{x)  =  ax  -\-  b. 

Nach  den  ersten  Formeln  unter  34)  nimmt  nunmehr  die  „Entwicklung  der  Funktion  f{3c)  nach 
ihrem  Argument  x"  die  Gestalt  an: 

36)  fix)  =zax  +  bx  =/(l)  •  x  +/(0)  •  x. 

Ferner  bestätigt  man  aus  34)  und  35)  leicht 

/•(«)  .  f{x)  =  f{x)        f{a)  -f  fix)  =  fia) 

f(b)  .  f{x)  =  f\b)         fib)  +  fix)  =  fix)     oder  nach  (8)  und  (8 J 

37)  f{b)  =^  f{x)  =$  f{a) ,        ab  =^ax  -\-  bx  =^a  -^^  b, 

wie  übrigens  schon  aus  3)  und  3^)  folgt: 

ab  ^  ab  -\-  ax  -\-  bx  y^.ax  -\-  bx  =^  a  -{-  b, 

sowie  indes  auch  umgekehrt  3)  und  3^)  als  Specialfalle  von  37)  erscheinen,  sobald  man  hierin 
x  =  l,  bezw.  x  =  0  setzt.  Bemerkenswert  sind  noch  die  Fälle  a^b,  d.i.  a  =  ab  =  fib), 
a  -\-b  =  fia)  =  b,  und  b  =^  a: 

Ua^b)  =  [a  ^ax  -\-bx  =  (a  -]-  x)b  ==  a  -\-  bx  =^b\ 
\ib  ^  a)  =  [b  =^  ax  -\-  bx  ^=  aix  -}-  b)  =  ax  -\-  b  ^  a] , 

wie  sich  übrigens  ebenfalls  schon  nach  3)  ergäbe,  z.  B.  für  a  =^b: 

a^^ab 


38) 


a 


=^a-{-b 

K) 


X 


K)\ia-\-x)b=^b 


(8) 


3) 


3) 


(M 


I 


r 
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Aus  36)  folgt  des  weiteren  die  Entwicklung  einer  Funktion  nach  zwei  und  mehr 
Argumenten: 

36)'    fix,y)  ==  f(l,y)  •  X  +  fiO,y)  -x  =  {fihl)  ■  y  -{-  fXl,0)  •y]x+  im  1)  ■  y  +  fiO,0)-y\-x 

=  /■(!,  l)-xy  +  /•(!,  0)-xy-{-  /'(O,  l)-xy-\-  f{0,  0)  •  xy, 
u.  s,  w.,  femer  das  „duale  Gegenstück"  zu  36)  (und  36)'  u.  s.  w.): 

36 j  f{x)  =7>) = rm-x+r{o)-x  =  (rä)  +  ^o cm  +  ^)  =  (/-(i)  +  ^) im  +  ^)- 

Die  Entwickluugskoefficienten  einer  Summe,  bezw.  eines  Produkts  von  Funktionen,  bezw. 
eines  Negates  einer  Funktion  sind  die  Summen,  bezw.  Produkte,  bezw.  Negate  der  Entwick- 
lungskoefficienten  der  einzelnen  Funktionen,  wie  man  leicht  bestätigt: 

(ax -f  hx)  +  (ex  +  dx)  =  {a  +  c)x -\-{b-\- dYx-,    (ax -f- Ix)  {ex -\- dx)  =  ac- x -\-hd-X'^ 

U.  s.  w. 


39) 


l  ax-\-hx  =ax-\-hx. 

31.  (Existenzbedingungen  für  die  Funktionswerte  1  und  0.)  Das  Theorem  37) 
besitzt  einige  wichtige  Speeialfälle,  die  man  erhält,  indem  man  die  Funktionswerte  f{a)  und 
f(h)  oder  a  -\-  h  und  ah  von  f{x)  oder  ax  -f-  hx  in  besonderer  Weise  bestimmt,  ihnen  z.  B. 
die  Bedeutung  1  oder  0  beilegt  oder  aber  versagt. 

Ist  nämlich  etwa  «  -j-  ^  =  ^j  so  mufs  wegen  37)  auch  f{x)  =  0  sein,  und  zwar  für 
jeden  beliebigen  it-Wert,  absolut  oder  „identisch  nach  x".  Es  folgt  dies  auch  direkt  durch 
Substitution  der  aus  (a  -f-  6  =  0)  =  (a  =  0)  (6  =  0)  sich  ergebenden  Werte  0,  0  für  a  und  h 
bezw.  in  f(x).  —  Aber  auch  umgekehrt,  soll  f(x)  für  jeden  beliebigen  :r-Wert  Null  werden, 
so  mufs  dies  insbesondere  auch  gelten  für  die  Werte  x  =  1,  0,  a:  f(l)  =  a  =  0,  fiO)  =  h  =  0, 
f{a)  =  rt  -{-?>  =  0.  Es  ist  also  a  -\-  h  =  0  die  notwendige  und  hinreichende  Bedingung  dafür, 
dafs  fix)  =  0  identisch  nach  x  ist. 

40),  n\f{x)  =  0}  =  (a  +  6  =  0)  =  \f{a)  =  0}  =  |/-(1)  =  0}  {/"(O)  =  0). 

Setzt  man  dagegen  etwa  «6=1,  so  lindet  man  ganz  ebenso 

40),  n\f{x)  =  1 }  =  (a6  =  1)  =  \m  =  1 }  =  {/■(!)  =  1 )  \m  =  1 } . 

Beiderseitiges  Negieren  in  40),  und  40)^,  ergiebt: 

41),  2:{/-(x)  +  0}  =  (a +  ?> +  0)  =  {/•(«) +  0)  =  {/•(!) +  0}  +  j/'(0)  + Ol, 

41),  Z\f{x)  J^\\  =  {ah^\)        =  {/•(&)  4=  1 }  =  {/-(l)  +  1 )  +  j/-(0)  4=  1 }  , 

in  Worten:  soll  es  neben  anderen  x-Werten  auch  irgend  welche  derartigen  geben,  für  welche 
die  Funktion  f{x)  von  Null  verschieden  wird,  so  mufs  unter  diesen  a: -Werten  jedenfalls  der 
Wert  x-=a  sich  befinden,  es  mufs  dann  f{a)  =  a-\-h^i)  sein-,  und  umgekehrt:  aus  a  -|-  54=0 
folgt  die  Existenz  von  2- -Werten,  für  welche  f{x)  4=  0  wird;  zu  diesen  gehören  dann  nämlich 
die  Werte  x  =  a,  ah,  a -\-h  (cf  34))  und  einer  der  beiden  Werte  2;  =  1,  0.     U.  s.  w. 

Ist  dagegen  jetzt  etwa  a  -{-  6  ==  1  angenommen,  so  giebt  es  unter  anderen  auch  solche 
a; -Werte,  welche  die  Gleichung  f{x)  =  1  erfüllen,  nämlich  (wegen  34)  und  mit  Beachtung  von 
(a  -[-  6  =  1)  =  (6  =^  a)  =  (a6  =  6)  =  (a  4  6  =  a))  mindestens  die  beiden  Werte  x  =  a  =  a-\-h 
und  x  =  ab  =  h,  —  wie  auch  die  Probe  durch  Substitution  bestätigt.  —  Umgekehrt,  soll  f{x) 
jemals  =  1  werden  können,  so  muis  wegen  37)  jedenfalls  a-{-b  =  l,  f{a)  =  1  sein.  —  Ganz 


ebenso  erkennt  man  in  ah  =  0  die  notwendige  und  hinreichende  Existenzbedingung  für  Gültig- 
keits-a- -Werte  der  Gleichung  f{x)  =  0: 

42),  Z{f{x)  =  0]=={ab  =  0), 

42),  ^{f{x)==l]  =  {a  +  h==l), 

woraus  durch  beiderseitiges  Negieren 

43)1  n{f(x)=^0]  =  (ah  +  0), 

43),  77(/'(^)4=l)  =  («  +  />4=l) 

die    notwendigen    und   hinreichenden  Bedingungen    dafür   hervorgehen,    dafs   /'(.r)    den   Wert   0 
bezw.  1  überhaupt  nie,  überhaupt  für  keinen  a:-Wert  annehmen  kann. 

Dies  sind  nun  wieder  Specialfälle  der  folgenden  Theoreme,  deren  Beweise  auf  eben  die 
Specialfälle  gegründet  werden  können:  Es  sei 

f{x)  =  ax  -{-  hx,        g(x)  ^  ex  -\-  dx. 
Dann  gilt 


\[f{x)-g{x)-^g{x)-flx)^Q]  =  {{ac  +  dc)x-\-{hd-^hd)x  =  ()]  =  [h{x) 


40) 
41) 

42) 
43) 


n\f{x)  =  g{x)\^ 


=  (a  =  c){h  =  (T) 


'n{h{x)  =  l]  =  (aei-rie=l){hd-^bd=l)  = 
n{Jc(x)  =  0]  =  (ac-\-äc  =  0)(l}d-^hd^O)  = 

^{f{x)+g(x)]=(a=^e)  +  {h^d), 
^^{h(a:)  =  l]=] 
2:{]c{oc)==0]  = 

{ac^hd-^Tir-\-bd+l} 
{{ac-i-dc)(hd-\-hd)=^0}. 

Von  besonderer  Wichtigkeit  sind  noch  folgende  beiden  weiteren  Specialfälle,    mit  welchen  mau 
die  Sätze  38)  vergleiche: 


I!{fix)=g{x)]  = 


[ac  -\-  ac  -\-  hd  -\-  hd  =  1 } 
{ (ac  +  ac)  {hd-}-  hd)  =  0], 


n{f{x)+g{x)]== 


42)3 


42), 


2J(ax  -4-hx  =  x)  = 


2J(ax  -\-hx  =  x)  = 


2:(ax-\-hx  =  l) 
2J{äx-{-hx  =  0) 

X 

{Z{dx-{-hx=\\ 

X  ^ 

i:(ax  4  hx  =  0) 


«46  =  1 

dh  =  () 


=  {h^a), 


(ä-{-h=l]       ,     ^ 


32.  (Das  Eliminationsproblem  für  Primäraussagen.)  ^)  Die  vorstehenden  Funktions- 
theoreme lassen  sich  auch  ansprechen  als  Aussagentheoreme.  Irgend  eine  primäre  Aussage 
ip(x)  ist  entweder  eine  Gleichung,  ^){x)  =  {f(x)  =  g(x)],  deren  beide  Seiten  f{x),  g{x)  wir  uns 
im  allgemeinen  auf  die  Normalform  gebracht  und  nach  irgend  einem  Primärargument  x  ent- 
wickelt  denken,   oder   aber   eine   Subsumtion,   in    welchem  Falle   sie   sich  jedoch   bekanntlich 

1)  Schröder,!,  p.  446  flF. 


»^'-»  ^_»>ii 
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(nach  (8),  21)  u.  s.  w.)  in  eine  Gleichung  umsetzen  läfst.  Einer  jeden  Gleichung  kann  man 
dann  eine  der  im  vor.  Art.  vorkommenden  vier  Gestalten  f{x)  =  0,  f{x)  =  1,  f{x)  =  Xj  f{x)  =  x 
geben,  nämlich  (cf.  auch  unter  Art.  33) 

ip{x)  =  \f{x)=g{x)]  =  {f{x)-i^  +  f(x)-o{x)  =  0)  =  {f,{x)  =  a,x  +  b,x  =  0] 

=  {/,(:r)  =  a^x  +  h^'  =  1 }  =  j/äW  =  ä^x  +  h^x  ==  x]  =  {f^{x)  =  a,x  -i-b,x  =  x}. 

Aussagen  Verneinungen,  wie  f(x)^g(x)  oder  [f{x)=g{x)]  =  6,  sind  hingegen  den  sekundären 
Aussagen  zuzuzählen. 

Die  Hauptfrage  aller  Aussagentheorie,  die  Frage  nach  der  Wahrheit  einer  Aussage 
überhaupt,  bezw.  nach  den  Gültigkeitsbedingungen,  ist  zunächst  für  Primäraussagen  durch  die 
Theoreme  40)^,  40)2,  40)  so  weit  beantwortet,  dafs  man  eine  absolut  wahre  oder  identische 
Primäraussage  (p(x)=ncp{x)  (vgl.  Art.  18)  =  gj(l)  •  9p(0)  setzen  kann.  D.h.  eine  Primär- 
aussage (p{x)  gilt  dann  und  nur  dann  absolut,  wenn  sie  gilt  für  alle  möglichen  Zusammen- 
stellungen der  Werte  1  und  0  der  darin  vorkommenden  primären  Gebietssymbole.  Diese 
„Bestätigungsmethode"  (cf.  Art.  19)  kann  bei  nicht  zur  Normalform  entwickelten  Primäraussagen 
fp{x)  die  Stelle  dieser  Entwicklung  vertreten,  welch  letztere  nämlich  doch  nur  nach  40)  die 
Übereinstimmung  der  Entwicklungskoefficienteu  beiderseits  des  Gleichheitszeichens  absoluter 
Aussagen  feststellen  müfste.  (Wesentlich  ist  hier  die  Voraussetzung,  dafs  (p{x)  eine  Primäraus- 
sage sei.  So  gilt  statt  der  Subsumtion  Gr,  die  Gleichung  (a  =  6)  =  { (a  =  c)  =  (6  =  c) }  stets 
für  die  Werte  1  und  0  der  drei  Symbole  a,  b,  r,  nicht  aber  z.  B.  für  «  =  1,  b  =  0,  (c=^i)  (c=f=0).) 

Dem   entsprechend  sind  die  Kennzeichen  einer  relativen  Primäraussage  ij;  (x)  =  2J i^  (x) 

X 

aus  den  Theoremen  42)^,  42)3  42)  zu  entnehmen.  Soll  es  nämlich  von  den  Werten  der  in  ^  {x) 
vorkommenden  Gebietszeichen  abhängen,  ob  ip{x)  wahr  oder  falsch  ist,  so  ist  die  weitere  Frage 
nach  der  Art  dieser  Abhängigkeit,  insbesondere,  ob  es  dabei  etwa  auf  den  Wert  eines  einzelnen 
Symboles  x  allein  ankommt,  ob  man  den  übrigen  Symbolen  beliebige  Werte  beilegen  darf,  wenn 
nur  dieses  eine  x  den  entsprechenden  Anforderungen  genügt,  oder  aber  ob  diese  anderen  Gebiete 
für  sich  allein   schon  irgend  welche  Bedingungen    erfüllen  müssen,   damit   es    überhaupt   einen 

a--Wert  geben  kann,  für  welchen  i)(^x)==\  wird,  —  eine  Frage,  welche  durch  die  genannten 
Theoreme  bereits  zur  Genüge  entschieden  ist.  Dieselben  geben  die  notwendige  und  hinreichende 
Existenzbedingung  eines  Gültigkeits-  rr -Wertes  oder  einer  „Lösung"  oder  „Wurzel"  der  Aus- 
sage M){x),  oder,  wie  wir  auch  sagen,  sie  geben  die  ,,volle  Resultante"  von  M'{x),  oder  ausführ- 
licher „die  vollständige  Resultante  der  Elimination  des  Gebietes  x  aus  der  Aussage  i)  (x)".  Man 
sagt  nämlich,  man  habe  aus  if(x)  oder  z.B.  aus  ax  -\-  bx  =  1  das  Gebiet  x  „eliminiert",  wenn 
man  daraus  nach  42)3  die  Aussage  a  -f  6  =  1  hergeleitet  hat,  —  die  volle  oder  vollständige 
Resultante  im  Gegensatz  zu  irgend  einer  sonstigen  Folgerung  oder  Resultante  über  a  und  b 
aus  ax  -^bx  =  1,  z.  B.  a  -{-  fe  =f=  0,  welche  weniger  besagt  als  n  -\-b  =  1^  oder  auch  z.  B.  zu 
einer  zwar  hinreichenden,  aber  nicht  notwendigen  Existenzbedingung  einer  Losung  wie  a  =  1, 
also  weil  a  -\- b  =  1  gewissermafsen  alles  das  —  und  nicht  mehr  —  enthält,  „was  sich  aus  der 
Aussage  ax  -\-  bx  =  1  über  die  übrigen  Gebiete  abgesehen  von  x  ermitteln  läfst". 

83.  (Die  Auflösung  von  Primäraussagen.)  An  die  Seite  des  Eliminationsproblems  für 
relative  primäre  Aussagen  tritt  sodann  das  „Auflösungsproblem",  die  Frage  nach  der  Lösung  x 
selbst,  also   die  Aufgabe,  den   der  Aussage  rl;{x)  genügenden  a:-Wert,  dessen  an  die  Resultante 


(b^x=^a)  =  (a=^x=^b)  = 


geknüpfte  Existenz  vorausgesetzt,  darzustellen  als  Funktion  der  übrigen  Symbole,  insbesondere 
zunächst  der  Entwicklungskoefficienteu  in  ip{x)  =  lf{x)=g(x)]  =  (ax  ■}- bx  =  ex -}-  dx). 

Es  gilt  nun  für  alle  und  nur  für  diejenigen  ic -Werte,  welche  der  relativen  Aussage  ib(x) 
genügen,  ^  '^ 

j/-(^)  =  ^  (^)}  ^1  ^^  •  /"W  =  ^-9i^)]=  (ax  =  cx)  =  l(ac-\-äc)x  =  0}  =  (x=^ac  +  äc) 

1  {^  •  /"W  =  x-g(x)}={bx  =  dx)=  l{bd-^bd)x  =  0\  =  (bd  +  bd=^  x\ 
(ax  =  ex)  (bx  =  dx)  =^  (ax  -]- bx  =  ex -{-  dx), 
44)  {ax  -f  bx  =  cx-\-  dx)  =  (ax  =  ex)  (bx  =  dx)  =  (bd -j- bd  =^  x  =^  ac  +  de). 

Ferner  findet  man  hieraus  oder  auch  unabhängig  hiervon  nach  16^)  u.  s.  w. 
44)1  [f(x)  =  ax-j-bx  =  0]  =  (ax  =  0)  (bx  =  0)  =  (b  ^  x  =^d) 

(ax  =  0)  (bx  =  0)  =  {/;  (x)  =  ax-j-bx  =  0] 
(dx  =  x)  (bx  =  0)  =  {/; (x)  =  dx-\-bx  =  x} 
(ax  =  0)  (bx  =  x)=  {f^(x)  =  ax-{-bx  =  x] 
(dx  =  x)  (bx  =  x)==  {f^(x)  =  dx-{-bx  =  l] 
(cf.  Anfang  des  vor.  Art.  32)),  oder  mit  Wechsel  der  Bezeichnung 

44)2  {f(x)  =  ax-\-bx  =  l]  =  (b^x=^a) 

44)3  {f(x)  =  ax  +  bx  =  x}  =  (b=^x^a) 

44)4  {f(x)  =  ax-^bx  =  x]  =  (b^x^d) 

Damit  ist  erstlich  nochmals  die  volle  Resultante,  z.  B.  b=^d  oder  ab  =  0  für  ax -\- bx  =  0 
i°  44)j,  gewonnen,  zudem  aber  auch  noch  eine  ausreichende  Kennzeichnung  der  Lösung  x.  Die 
Gleichung  ax  -[-bx  =  0  besagt  nämlich  hiemach  so  viel  als  die  Doppelsubsumtion:  „x  liegt 
zwischen  b  und  ä",  oder  ist  ein  —  beliebiger  —  „Zwischenwert  zwischen  b  und  d'\  wenn  anders 
es  solche  Zwischenwerte  überhaupt  geben  kann,  d.  h.  wenn  b^d,  die  Resultante,  erfüllt  ist. 

Die  Auflösung  der  Gleichung  f(x)  =  0  u.  s.  w.  ist  indessen  erst  vollendet,  wenn  für  x, 
also  für  jedes  Zwischengebiet  zwischen  zwei  gegebenen  Gebieten  b  und  d  ein  Gebietsausdruck 
aufgestellt  ist,  der  dasselbe  in  Abhängigkeit  von  den  Grenzen  b  und  a  oder  von  den  Koefficienten 
a  und  b  der  Gleichung  allgemeingültig  darstellt.  Hierzu  giebt  44)3  in  Verbindung  mit  38) 
einen  Fingerzeig.  Nach  38)  ist  nämlich  ax  -f  bx  ein  Zwischenwert  zwischen  b  und  a  (oder 
Zwischen  a  und  b,  je  nachdem  b=^a,  wie  hier  angenommen  werde,  oder  aber  etwa  a=^b  ist), 
und  zwar  für  jeden  beliebigen  Wert  von  x,  gleichviel,  ob  derselbe  selbst  ebenfaUs  zwischen 
b  und  a  liegt  oder  nicht.  Liegt  dieser  gedachte  :r-Wert  aber  in  der  That  zwischen  b  und  a, 
so,  fügt  nunmehr  das  Theorem  44)3  hinzu,  ist  derselbe  sodann  stets  =^ax  +  bx  [=  f(x),  und 
daher  auch  weiterhin  =nf{x)\=f{f[f{x)\\=...  =  x  =  ax-\-bx==a(ax  +  bx)  +  b(dx-\-b-x) 
=  (a-\-b)x-\-  abx)].  Bezeichnen  wir,  zum  Unterschied  von  dem  beliebigen  Zwischenwert  iP 
zwischen  b  und  a  in  44)3,  ein  unbeschränkt  willkürliches  Gebiet,  wie  x  in  38),  mit  w,  so 
ist  X  =  aw  -\-bw  nach  38)  stets  ein  solcher  Zwischenwert,  also  stets  eine  Lösung  der  Gleichung 
ax-]-bx  =  0,  und  zwar  die  „allgemeine"  Lösung,  wenn  hierdurch  auch  umgekehrt  jede  Lösung, 
jeder  Zwischenwert  zwischen  b  und  a  dargestellt  ist;  dies  ist  aber  nach  44)3  in  der  That  der 
Fall,  insofern  man,  wenn  |  irgend  ein  bekannter  Zwischenwert  ist,  lediglich  das  willkürliche 
Gebiet  w  gleich  ^  zu  wählen  braucht,  um  a;  =  ^  zu  bekommen. 
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Hiernach  sind  nunmehr  mit  den  Theoremen  45)  _      _ 

45)     ^a.  +  hx  =  c.  +  d.)=={hd-^hd^ac-^ac)-[x^{ac  +  ac)w  +  {bd  +  bd)w] 

45)^  {ax  +  6a;  =  0)  =  (6  =4  ö)  (^  =  ««^  +  ^'f^ 

45)^  {ax  -{-bx=l)  =  {h=^a)  (x  =  aw -\-  hw) 

45)^  {äx  +  hx  =  x)  =  {h=^a){x  =  aw  +  hw) 

45)]  {ax  +  rx  ^x)  =  {b^a){x  =  äiv  +  bw) 

die' sämtlichen  Formulierungen   unseres  Problems  „allgemein  aufgelöst",  wobei  unter  Benutzung 

der  Resultante,  z.  B.  h  =^  a  oder  b  =  ab,  a  =  a  +  b  u.s.  w.  für  45),  die  Lösung  auch  die  Form 

annehmen  kann  _         ^  /       i    j.\ 

x  =  aiv -{-biv  =  aw -\-b  =  a{w -j- 0)  (cf.  38)). 

^^^1  x  =  aw-j-bw=-a-i-bw  =  {a-{-tv)b 

Zur  Probe  kann  man  das  willkürliche  Gebiet  w  aus  der  Lösung  eliminieren,  z.B.  in  45), 

{x  =  aiv  +  bw)  =={{ax-\-  a:^  w  +  {bx  +  b'x)  w  =  0]^  {abx  +  abx  =  0), 

wodurch  man  unter  Berücksichtigung  der  Resultante  a6  =  0,  oder  ab  =  a,  ab==b  die  Ursprung- 

liehe  Gleichung  wieder  erhält. 

34      (Die  EUmination  aus  einer  Ungleichung  ohne  und  mit  simultaner  Gleichung.)  ) 

Von  den  noch  nicht  näher  behandelten  Theoremen  des  Art.  31  beziehen  sich  41)  und  43)  mit 
ihren  SpecialfäUen  auf  „Ungleichungen",  und  zwar  enthalten  die  Theoreme  41)  die  Elimination 
eines  Gebietes  x  aus  einer  relativen  Ungleichung,  die  Theoreme  43)  hingegen  die  Kennzeichen 
einer  absoluten  Ungleichung.  Dafs  übrigens  der  Unterschied  zwischen  absoluten  und  relativen 
Aussagen,  dafs  die  Ausführungen  des  Art.  18  von  Primäraussagen  unmittelbar  übertragbar  sind 
auf  deren  Verneinungen,  und  dafs  die  Verneinung  einer  absoluten  Aussage  einen  relativen,  das 
Negat  einer  relativen  einen  absoluten  Charakter  erhält,  bedarf  nur  kurz  der  Erwähnung. 

Es  soll  hier  die  Theorie  der  Ungleichungen  im  wesentlichen  nur  so  weit  geführt 
werden,  als  für  die  unten  folgende  Bearbeitung  der  Syllogistik  ausreicht. 

'  Mit  45)  ist  übrigens  das  Elimiuations-  und  Auflösungsproblem  erledigt  auch  für  ein 
ganzes  System  von  gleichzeitig  geltenden  oder  „simultanen",  nicht  verneinten,  sondern  „bejahten« 
Aussagen,  für  ein  Primäraussagenprodukt,  da  man  jede  Faktoraussage  nötigenfalls  in  eine  Gleichung 
umwandeln  und  sodann  alle  Faktoren  nach  16)  oder  16J  in  eine  einzige  Gleichung  vereinigen 
kann.  Daher  ist  auch  eine  Ungleichungensumme  zusammenziehbar  in  eine  einzige  Ungleichung. 
Dagegen  nicht  zusammenziehbar  sind  Gleichungensummen  und  Ungleichungenprodukte,  femer 
Produkte  aus  je  einer  Gleichung  und  irgend  welchen  Ungleichungen,  sowie  Summen  aus  einer 
Ungleichung  und  irgend  welchen  Gleichungen. 

Dabei  besteht  zwischen  der  Resultante  B  eines  Systems  simultaner  Aussagen,  eines  Aus- 
sagenprodukts einerseits  und  den  Resultanten  B^,  B^,  ■  ■  der  einzelnen  Faktoraussagen  (Primär- 
gleichungen und  deren  Verneinungen)  Ä^  {x),  A^  {x),  •  •  •  andererseits  nach  3^)  die  Einordnung 
46)  R  =  ^{Ä,-Ä,-  ■  ■)  ^ZA^-EA,-  •^B.B,-  -, 

während   die  Umkehrung  J?,  i?,  •  •  •  =$  J2,  welche  sodann  B  =  B^B^--   ergäbe,  sich   nicht   all- 
gemein erweisen  läfst.     So  hat  man  z.  B.  für  A^  =  {ax  -\- bx  =  0),     A^  =  {ex  -{- dx  =  0): 
B,B^^{ab  +  crf  =  0),    B=={{a  +  c)  {h  -\- d)  =  ()}==B,B,-  {ad  +  bc)  =  0). 

»)  Schröder,  U.  1,  pag.  200  ff. 
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Die  Gesamtheit,  das  Produkt  von  mehreren  Aussagen  kann  falsch  sein,  ohne  dafs  einer  der 
Faktoren  absolut  ungültig  wäre.  Relative  Aussagen  können  disjunkt  sein,  können  „einander 
widersprechen",  da  die  Gültigkeitswerte  einer  jeden  Einzelaussage  durchweg  zu  den  Ungültigkeits- 
werten der  übrigen  gehören  können.  —  Freilich  setzt  jeder  Widerspruch  selbstverständlich  das 
Existenzaxiom  (9)  1=^0  (oder  auch  1=|=0),  ein  Aussagennegat,  voraus;  primäre  Aussagen 
können  also  an  und  für  sich  allein  nicht  mit  einander  in  Widerspruch  geraten. 

Es  soll  nun  die  Bedingung  der  Einstimmigkeit  und  des  Widerspruchs  zwischen  einer 
Gleichung  f{ü[^  =  ax-\-bx  =  0  und  einer  Ungleichung  g{x)  =^  ex -{- dx  =^  0,  also  die  volle 
Resultante  der  Elimination  von  x  aus  \f{x)  =  0]  \g{x)  =^  0}  aufgestellt  werden,  und  zwar  ist 
dabei  nur  der  Fall  relativer  Faktoraussagen  von  Interesse,  also  der  Fall,  dafs  die  Einzel- 
resultanten ab  ^  0  nach  42),  und  c  -\-  d  =^0  nach  41),  erfüllt  sind. 

Die  Einstimmigkeit  beider  Aussagen  bedeutet  aber,  dafs  die  Gleichung  f{x)  =  0  min- 
destens irgend  einen  Gültigkeitswert  x  =  äiv  -\-  hw  mit  der  Ungleichung  g  {x)  4=  0  gemein 
habe,    dafs    es    also    irgend    einen    Wert    für   tv    gebe    derart,    dafs   y{aiv-\-bw)  =  h{w)=\=0, 

oder  c  {äw  +  hw)  -\-  d  {aw  -}-  bw)  =  {äc  -}-  ad)  w  -\-  {he  -}-  bd)  w  ^0 

wird,  —  wofür  41),  die  Bedingung  giebt: 

0  4=  /i  (ac  -f-  ad)  ==  ac  -\-  ad  -{-  bc  -\-  bd  ^  (ä  -\-  h)  c  -\-  {a  -\-  h)  d  =  äe  -{-  bd, 

wobei  {ab  =  0)  ^  {a  -\-  b  =  a)  =  {a  -\-  h  =  b)  berücksichtigt  ist.  Die  andere  Einzelresultante 
ist  selbstverständlich  hierin  enthalten:  0  =^dc  -{-  hd  =^c  -\-  d.  Also  ist  die  vollständige 
Resultante 

47)  U  {ax  +  hx  =  0)  {ex  -f  rf^  =f  0)  =  {ab  =  0)  {ac  -i-bd=^  0). 

Ist  diese,  oder  auch  h{w)  =  aw  -\-  ßw  =|=  0  für  w  =  u  =  de  -\-  ad  erfüllt,  so  hat  man  hieraus 
zugleich  einen  gemeinsamen  Gültigkeits-  :c-Wert:     x  ==  dw  -{-  bw  für 

tv  =  a  =  äc  -}-  ad]  x  =  dc  -\-  dhc  =  ä  {h  -\-  c)  =  h  -\-  äc 

X  ^=  ac  -\-bc    =h  {a  -{-  c)  =  a  -\-hc 

unter  Berücksichtigung  der  als  erfüllt  vorausgesetzten  Einzelresultante  ah  =  0,  und  noch  weitere 
nach  34)     h{a)  =  h{ß)  =  h{a  -  ß)  =  h{u  -\-  ß)  +  0,   aus  w  =  ß,  u  •  ß,  a -\-  ß;  z.B. 

w  =  ß  =  bc  -\-bd'^  X  =  äbc  -\-  äbd  -j-  hc  ==  h  -\-  äd  =  ä  {b  -{-  d) 

X  =  bd  -{-  ad  =  a  -^bd  =  b  {a  -\-  d). 

Die  aus  w  =  a-ß  und  iv  =  a  -\-ß  sich  ergebenden  beiden  a; Werte  stimmen  mit  denen 
für  w  =  a  und  bezw.  w  =  ß  überein,  sobald  man  noch  voraussetzt,  dafs  auch  cd  =  0,  d.  i. 
nach  43),,  dafs  die  Aussage  g{x)=^0  nicht  absolut  wahr  sei.  {c  -]- d  =^  0  bedeutet,  dafs  die- 
selbe nicht  absolut  falsch  ist.) 

35.  (Die  Elimination  aus  zwei  simultanen  Ungleichungen.)  ^)  Ganz  ebenso  wie  das  vor- 
stehende liefse  sich  das  Eliminationsproblem  behandeln  bei  einem  Produkt  {f{x)=\=0}  {g{x)=^0] 
zweier  Ungleichungen  {f{x)  =  ax  -\-  bx  =^  0]  =  fk {x),  {g{x)  =  ex  -{-  dx  =^  0\  =  n {x),  wenn 
etwa  die  allgemeine  Lösung  x  =  X  einer  Ungleichung  m{x)  bekannt  wäre,  so  dafs   {f{x)=^0] 


0  Schröder,  II  1,  p.  376  f. 
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=^  (a;  =  A)  =  (ix  +  A^  =  0)  absolute  Geltung  hätte.  Allein  die  etwas  allgemeinere  Frage,  ob 
überhaupt  aus  einer  relativen  Ungleichung  m{x)  jemals  eine  Gleichung  h  (x)  folgen,  ob  th  =^  w, 
mn  =  0,  m-\-n,  u.  s.  w.  identisch  nach  x  gelten  könne,  mit  andern  Worten,  ob  zwei  relative 
Ungleichungen  m  und  n  jemals  ein  absolutes  Nullprodukt,  einen  Widerspruch  mit  einander 
bilden  können,  und  wann  sie  einen  solchen  bilden,  wann  nicht,  diese  Frage  deckt  sich  mit  dem 
zu  behandelnden  Eliminationsproblem. 

Zum  voraus  sei  bemerkt,  dafs  aus   der  Eliminationsresultante  R  =  Em    n  die  Unauf- 

'  X 

lösbarkeit  einer  Ungleichung  allgemein  ersichtlich  sein  wird,  und  dafs  somit  für  die  Eliminations- 
aufgabe von  gedachter  Auflösung  einer  Ungleichung  nichts  zu  hoflFen  ist. 
Die  Einzelresultanten 


B^=  Z~m{x)  =  {0  ^  a  +  h  =  f{a)  =  /•(&)}  =  m{a)  =  m(b) 

X 

wo  nach  46)  R=^RiR^  oder  R^Ii^li=ll  ist,  seien  erfüllt.  Hingegen  nehmen  wir  an,  die 
beiden  Ungleichungen  m  und  h  stehen  mit  einander  in  absolutem  Widerspruch  W{x),  d,  i.  es 
gelte  nW{x)  ^  n{m  ■  n  =  0)  =  R,  die  Gesamtresultante  R  sei  nicht  erfüllt,  —  um  aus  R^  R^  R 
einige  nahe  liegende  Specialfolgerungeu  zu  ziehen.  Soll  wirklich  W  (x)  oder  m  •  n  =  0,  m  =^h, 
n  =^m  gelten  für  jedes  Gebiet  x,  so  folgt  unter  anderem : 

W{1):  mO) .  w(I)  =  {/•(!)  =  «  +  Ol  (5r(l)  =  c  +  0}  =  Ö 

W{0):  m(Ö)  -^0)  =  {/"(O)  =  h^0]  \fj{())  =  d^  0}  =  Ö 

W{(i):  i m{d)  =^  h (a)  =  {ae  +  ad  =  0)  =^  (ad  =  0) 

W{b):  ''       \m{h)  =^n{h)  =  {bc  -f  bd  =  0)  =$  (bc  =  0) 

W{c):  I  ^)  4  m  (c)  =  (ac  -\- bc  =  0)  ^  (bc  =  0) 

Wid):  '       1  n (d)=^  ni(d)  =  (ad-{- bd  =  0)  ^  (ad  =  0) 


R,R,R^{(a  =f  0)  (c  4=  0)  =  0}  {(6  4=  0){d  +  0)  =  0}  {ad  +  ad  -f  6c  +  6c  =  0} 
R,R,R^{{a  =  0)  +  (c  =  0)}  {(b  =  0) -\- (d  =  0)]  (a  =  d)  {b  =  c) 
P  =  R,R,R=^{a  =  d){b  =  c  =  0)-^{b  =  c){a  =  d  =  0)  =  Q-}-Q\ 

wo  P,  Q  und  Q'  lediglich  zur  Abkürzung  eingeführt  sind;  d.  h.  sollen  zwei  relative  Ungleichungen 
ax  -{-  bx  =^  0,  ex  -\-  dx  =^0  mit  einander  absolut  unverträglich  sein,  so  müssen  die  ungleich- 
stelligen  Koefficienten  a  und  d,  b  und  c  je  einander  gleich  und  zwar  das  eine  Paar  gleich  Null 
sein.     Weiter  folgt 

P==R,R,R  =  {Q-]-g)    R^R,R, 

wobei  Vereinfachungen  wie  QRi  =  QRi  =  Q(a^O),  Q-rn  =  Q-{ax=^0),  Q  .Ü  =  Q  .(ax=^0) 
u.  a.  zu  beachten  sind, 

P  =  R,R,R  =  {Q-{a  +  0)  +  q.{b  +  0)}.R  = 

=  Q-{a  +  0)-n{{ax=^0){ax^  0)  =  Ö}  +  (?-.  (6  +  0)  •  n{{bx  4=  0)  {bx  4=  0)  =  Ö| , 
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oder  wenn  man,  einer  Schröder'schen  Ausdrucksweise  folgend,  setzt: 

48)  J(a)  =  (a  4=  0)  •  n{{ax  +  0)  (ax  =^0)  =  6]  =  (a=^0)  ■  n {{a=^x)  +  (a=^x)] 

P  =  Q-  J{a)  +  q-  J(b)  =  {a  =  d){b  =  c)[{b=^0)-  J(a)  +  (a  =  0)  •  J(6)), 
und  wenn  man  mit  Hilfe  von  46)  nach  R  auflöst, 

P  =  ^1  -f  7/^  +  22 ,         R,R,P  =  R^  R^  R  =  R 

49)  12  =  (a  +  64=0)(c-f  rf4=0)[(a4=rf)-f  (64=c)4-{(6  +  0)+J(a))  { (a  +  0) -f  J(6) }  ] 
Schröder  nennt  den  Faktor  P,  welcher  das  Produkt  ^1,^2  der  Einzelresultanten  zur  Gesamt- 
resultante ergänzt,  die  „Klausel".  In  dieser  ist  das  Gebiet  a  (und  b)  durch  die  Bedingung  J{a)  48) 
charakterisiert  als  ein  Gebiet,  welches  von  jedem  anderen  Gebiet  x  stets  entweder  vollständig 
ausgeschlossen  oder  aber  ganz  eingeschlossen,  von  keinem  hingegen  teils  ein-,  andernteils  aus- 
geschlossen würde,  —  als  ein  Gebiet,  zu  welchem  sich  kein  anderes  x  fände  derart,  dafs  in 
a  =  ax  -{-  ax  und  in  x  =  ax  -\-äx  alle  drei  Summanden  ax,  ax,  äx  von  Null  verschieden 
wären,  kein  „schnittiges"  Gebiet  x  (so  benannt  von  Schröder),  und  welches  auch  keinen  „echten 
Teil"  r  (Benennung  nach  Dedekind)  besäfse,  so  dafs  (r  4=  0)  {r^a)  (r  ^  a)  wäre,  da  sonst 
für  X  =  r  -\-  aw,  unter  w  ein  willkürliches  Gebiet  verstanden,  (ax  4=  0)  (ax  4=  0)  =  i  wird.  — 
Man  kann  analog  unter  einem  „echten  Gebiet"  einen  echten  Teil  des  Einsgebietes,  also  ein  von 
1  und  0  verschiedenes  Gebiet  verstehen. 

Dafs  es  nun  aber  solche  Gebiete  a  überhaupt  giebt,  und  dafs  nicht  durchaus  ZJ(a)  =  () 

a 

sei,  ist  in  der  bisherigen  Entwicklung  des  Kalküls  weder  ausdrücklich  noch  auch  etwa  still- 
schweigend vorausgesetzt.  Nur  bei  der  vorläufigen  anschaulichen  Einführung  in  den  Kalkül 
waren  wir  genötigt,  die  „Elemente",  von  denen  wir  ausgegangen  waren,  den  Gebieten  zu  adjun- 
gieren  unter  dem  Namen  von  „Individuen".  Dies  sind  dann  allerdings  echte  Gebiete  ohne  echte 
Teile,  und  die  Proposition  J(a)  ist  geradezu  als  Definition  des  Individuums  a  anzusehen.  Doch 
ist  von  der  Existenz  solcher  Individuen  weder  in  den  Grundlagen  der  Deduktion,  noch  auch  im 
Laufe  der  letzteren  irgendwo  Gebrauch  gemacht,  und  sämtliche  bisherigen  Theoreme  bleiben 
auch  in  Kraft  unter  der  Annahme  einer  bis  ins  unendliche  gehenden  echten  Teilbarkeit  der 
echten  Gebiete.  —  Hieran  ändert  auch  die  Thatsache  nichts,  dafs  wir  allerdings  dennoch  inner- 
halb eines  abgesonderten,  übrigens  zur  Deduktion  unentbehrlichen  Anwendungsfeldes,  nämlich 
im  Aussagenkalkul,  mit  der  für  diesen  charakteristischen  Voraussetzung  (i;  =|=  Ö)  =  (i;  =  1) 
oder  i7{(i;  =  0)4-(i;  =  Ü))  =  J'(i)  das  Einsgebiet  als  Individuum  kennzeichnen  mufsten:  Ist  i 

das  einzige  Gebiet  aufser  0,  so  giebt  es  auch  keinen  echten  Teil  von  i,  kein  echtes  Gebiet. 
Diese  Voraussetzung    ist    den    übrigen   Propositionen    von    ausschliefslich    aussagentheoretischer 

Geltung,  dem  Wahrheits-  und  dem  Aussagenprincip,  den  Theoremen  lÖ)  u.  a.  an  die  Seite 
zu  stellen. 

Für  eine  echte  Gebiete-Mannigfaltigkeit  dagegen  findet  sich  bis  jetzt  nirgends  ein  Vor- 
urteil, welches  zu  einer  Entscheidung  zwischen  den  beiden  Möglichkeiten  i:J(a)  =  \  und  ==  Ö 

a 

nötigte.  Nur  im  ersteren  Falle,  und  insbesondere  unter  jener  „atomistischen"  Annahme  der 
Zusammensetzung  aller  Gebiete  aus  Elementen,  deren  Adjungierung  zu  den  Gebieten  sodann  aus 
bekannten  Gründen  unumgänglich  ist,  können  relative  Ungleichungen  ax-\-bx=^0^  cx-\-dx-^0 
einander  widersprechen,  und  zwar  ist  in  der  That,  sobald  entweder  a  und  d  oder  aber  b  und  c 
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ein    und    dasselbe   Individuum   /  bedeuten,    während   je    die   beiden    anderen    Koefficienten   ver- 
schwinden:  (ix  H=  0)  (ix  +  0)  =  Ö  für  jeden  beliebigen  Wert  von  x. 

Daher  Zi  mm  eTdlich  auch  die  Auflösung  einer  Ungleichung  allgemein  unmöglich. 
Denn  die  Indentität  (ax  +  hx  =^  0)  ^{x  =  X)  oder  {ax  ^hx^O)  {Xx  +  Xx^_  0)  =^  (vergl. 
den  Anfang  dieses  Art.)  kann  nur  bestehen,  wenn  entweder  a  =  A  =  0,  ^  -  ^- ^  '  ^' 
oder  aber  wenn  l  =  L  0,  «  =  A  =  1  =  i  =  .  ist,  was  die  selbstverständliche  Auf  losung 
der  speciellen  Ungleichung  ix  +  0,  oder  ^  +  0  in  einer  nur  aus  dem  Individuum  Ems  und  der 
Null  bestehenden  Gebiete-Mannigfaltigkeit,  also  im  Aussagenkalkul,  gäbe,  in  emer  echten  Gebiete- 
Mannigfaltigkeit  dagegen  widersinnig  wäre. 

Anmerkung  Eine  zweite,  der  Schrö<ler\chen  ähnliche  Herleitung  der  Resultante  R  beruht  dar- 
auf daf.  man  in  allen  Fällen,  wo  B,R,  erfüllt  ist,  d.  i.  bei  Voraussetzung  einer  jeden  einzelnen  unter  den 
Aggreganten.  Aussagen,  in  welche  man  B,  R,  zerlegt,  stets  x- Werte  angeben  kann,  für  welche  mr.  gültig  wird, 
ausgenommen  den  Fall  ^^=  ^^  ^^  _  -^  ^  _  ^  _  o    oder    «  =  rf  =  0,  i  =  c  =  t. 

Zerlegt  man  nämlich,  indem  zur  Abkürzung 

(a  =  0)  =  ^,  (i  =  0)  =  B,   (c  =  0)  =  C,  ((i  =  0)  =  D 

gesetzt  wird,  zunächst  ___  _  -^- 

R,R,  =  {a-\-b^0){c-^d^O)  =  {A-{-B)(C-]-D)=^ÄC-\-'BD-]-AD  +  BG, 

80  ist  mn  oder  (ax  -f  &x  +  0)  {ex  +  dx  +  0)  unter  der  Voraussetzung  ÄC  erfüllt  z.  B.  für  x  =  1,  unter  der 
Voraussetzung  BD  für  x  ^  0.  Die  beiden  übrigen  Aggreganten  werden,  nachdem  sie  disjunkt  gemacht  sind 
zu  den  leiden  ersten,  weiter  zerlegt  nach  den  ifeiden  Möglichkeiten,  je  nachdem  die  beiden  von  Null  ver- 
Bchiedenen  unter  den  Koefficienten  a,  b,  c,  d  einander  gleich  oder  aber  ungleich  sind,  mit  Beachtung  von 
(a  4=  tO  =  (ad  +  a(i  +  0)  =  (ad  +  0)  +  {äd  +  0),  u.  s.  w. 

R,R,=  AC-^BD  +  {AD  +  BC)  (A  +  C)  (B  +  D)  =  ^C  +  BD  -f  ÄBCD  ^  ABCD 

=  ^C-i-£Z>  + ABCZ){(ad  +  0)  +  (äd=4=0)-f(a  =  </)}-f  ^ßCI>{(6c+0)-f  (6c  +  0)  +  (&  =  c)} 

Ist  aber  ABCD{ad  +  0)  vorausgesetzt,   so  ist  »t»i^=  (ax  4=  0)  {dx  H=  0)  erfüllt  z.  B.  für  x  =  ad. 

ABCDiad^O)  „  „      _  „  »  n  »         x  =  a-\-d. 

„       ABCD (hc  =(=  0)  „  „       m ^'  =  (6S  +  0)  {ex  4=  0)       „  „         x  =  h-\-c. 

„       ABCB{hc^Q)  ,.  „  M  r  V  M        x=hc. 

Von  den  8  Aggreganten  von  B^R^  sind  hiemach  6  der  Resultante  R  ==  Z^h  eingeordnet;  wird  die  Summe 

dieser  6  kurz  mit  S  bezeichnet,  so  ist  also  S=^R,    SR  ^  0,   SR  =  S,  und  nach  früheren  Bezeichnungen 
R,R,^S  +  ABCD{a  =  d)  +  ABCD  {b  =  c)  =  S  +  Q{a  =^  0) -\-  Q' {b  =f=  0), 
B=B,R^R  =  S-\-Q{a^O)-  J{a)  -f  Q{b  +  0)  •  J{b).     U.  s.  w. 
Auch  die  von  Schröder  (II  1 ,  p.  379)  gegebene  Form  der  Resultante  R  erhält  man   aus  2?i  R^  mit  Rücksicht 
auf  AC  -^  R,  ACR  =  ÄC,  u.  s.  w.  unter  Weglassung  einiger  nunmehr  überflüssiger  Faktoren 

R^R^R  =  R  =  AC  +  BD  +  AD  {{a  =if=^  il)  -\-  BC  {a  =  d)  R)  +  BC  {{b  ^  c)  -\-  AD  {b  =  c)  R] , 
wo  für  die  als  Klammerfaktoren  zu  AD  und  BC  hinzutretenden  „Partialklauseln"  noch  zu  beachten  ist: 
ÄBCD  {a  =  d)R  =  {a^O)  2](ax  +  0)  {ax  ^  0)  =  Ä  ■  J{a)  =  D  ■  7{d)  =ÄD{J{a)  -f  /(d) } , 

R  =  ÄC  +  ÄD  {{a  ^  d)  -{-  J[ä)]  +BC  {{b  ^  c)  i-  J{b) }-^BD. 
Schliefslich  kann   nunmehr  auch  die  Elimination  von  x  aus  einer  Gleichung  m{x)  und 
zwei  simultanen  Ungleichungen  h{x\  n  (x),  also  aus 

m    h-  n=  (ax  -{-hx  =  0)  {ex  -\-  dx=^0)  {cx.-\-  d!x  =f=  0) 
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nach  der  in  Art.  34  angewandten  Methode,  durch  Substitution  der  Lösung  x  =  aw  -\-  hw  der 
Gleichung  m{x)  in  die  Ungleichungen  n(x)  und  n(x),  zurückgeführt  werden  auf  die  Elimi- 
nation   des   Gebietes  w  aus   dem  Produkt  n(ätv -\- hw)  •  n(äw -\- bw): 

(         R  =  Z{ax  +  hx  =  0)  {ex  -{-dx^O)  {ex  +  (f  ^  4=  0) 
50)        I  =  {ah=Q)  E[{cie  -\- ad)  w -\-  {hc  +  6rf)  w  H=  0}  {(äc'+  ad')  w  +  {hc-\-  hd)  ^  4=  0) 
(  =  (a&  =  0)  (ac  4-  örf  4=  0)  (äc'-f  hiX^  0) .  K 

wo  in  den  beiden  Mittelfaktoren  die  zunächst  zugehörigen  Glieder  ad  -\-  hc,  bezw.  ad'-\-  hc 
weggelassen  sind,   da  nach  47)   auch   die   Summen  der  hier   angegebenen    Glieder   allein   schon 

von  Null  verschieden  sein  müssen,  wenn  man  mit  relativen  Einzelaussagen  m  •  n  und  tu  •  n 
zu  thun  hat,  und  wo  die  „Klausel"  K  nach  49)  bestimmt  ist. 

In  den  vorstehenden  Artikeln  ist  das  Eliminationsproblem  nunmehr  gelöst  zunächst  für 
eine  einzelne  Gleichung,  und  damit  zugleich  für  ein  Produkt  beliebig  vieler  Gleichungen,  sodann 
für  eine  Ungleichung  und  damit  gleichzeitig  für  eine  Ungleichungensumme,  ferner  für  ein  Pro- 
dukt einer  Gleichung  (oder  deren  mehrerer)  und  einer  Ungleichung  (Ungleichungensumme),  des 
weiteren  für  zwei  simultane  Ungleichungen,  und  endlich  für  zwei  ebensolche  in  Verbindung  mit 
einer  simultanen  Gleichung. 

Am  Schlüsse  der  Abhandlung  findet  sich  eine  Zusammenstellung  der  bisherigen  Theoreme. 


Anwendung:  Die  Syllogistik/) 


Versteht  man  unter  den  Gebieten  Begriffsumfänge,  und  unter  den  Elementen  eines 
Begriffsgebietes  die  Einzelgegenstände,  welche  unter  den  Begriff  fallen  und  dessen  Umfang  aus- 
machen, so  gelten  von  solchen  Begriffsumfängen  die  Axiome  (1)  bis  (9),  sofern  man  die  aufserdem 
darin  noch  vorkommenden  Begriffe  ebenfalls  entsprechend  deutet.  So  drückt  insbesondere  eine 
Subsumtion  a  ^h  in  dieser  „Umfangs-Logik"  ein  universales  Urteil  aus  „alle  a  sind  h".  Und 
wie  ein  solches  stets  auch  in  Gleichungsform,  z.  B.  ah  ==  0,  darstellbar  ist,  so  können  anderer- 
seits die  partikulären  Urteile  der  herkömmlichen  Logik,  wie  „einige  a  sind  &",  im  Kalkül  stets 
durch  Ungleichungen  wiedergegeben  werden,  mag  man  nun  den  Ausdruck  „einige  a"  auffassen 

1)  wie  hier  im   folgenden   stets,  im  Sinne  von  „nur   einige,  nicht  alle  a",  wodurch  also  der 
Gegensatz  „alle  a  sind  h",  ah  =  0,  als  falsch,  ah^O  also  als  wahr  hingestellt  wird,  oder  aber 

2)  im   Sinne   von  „wenigstens  einige",  im   Gegensatz  zu  „gar  keine  a",  zu  ah  =-  0,  somit 
bezeichnet  durch  ah  =^  0,  endlich   3)  im  Gegensatz  sowohl   zu   „alle  a"  wie  zu  „kein  a",   also 

{ah  4=  0)  (a&  H=  0). 

Nicht  zu  verwechseln  mit  diesen  „Urteils-Verneinungen"  oder  „negierten  Urteilen"  sind 
„negierende,  verneinende,  negative  Urteile"    universelle,  wie  „kein  a  ist  fc",  so  viel  wie  „alle  a 


')  Schröder,  II,  1,  p.  217  ff. 
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sind  nicht-6",  a=^h,  a6  =  0,  und  partikuläre,  „nicht  aUe  a  sind  fc",  „einige  a  sind  niclit-6" 

^"  In  Art.  35  ist  der  Beweis  geführt,  dafs  ein  partikuläres  Urteil  sich  nicht  auf  ein  uni- 
versales zurückführen  läfst.  In  der  That,  wenn  wir  z.  B.  in  dem  Urteil  „der  Walfisch  (a)  gebort 
nicht  zu  den  Fischen  (fe),  ist  kein  Fisch''  keinen  Unterschied  zu  machen  pflegen  zwischen  der 
Auffassung  a^h,  «&  =  0,  „der  Walfisch  ist  ein  Nicht-Fisch«  und  der  anderen  a^h,ah^O 
„es  ist  unrichtig,  den  Walfisch  zu  den  Fischen  zu  rechnen",  so  setzen  wir  stillschweigend  vor- 
aus, dafs  in  a  =  ah -{-  ah  die  beiden  Posten  ah  und  ah  weder  1)  beide  gleichzeitig  verschwinden, 
so  dafs  aus  «6  =  0  folgt  a5  4=  0,  noch  auch  2)  beide  gleichzeitig  von  Null  verschieden  sind, 
wonach  umgekehrt  aus  ah  +  0  folgt  ah  =  0,  d.  i.  1)  dafs  es  Walfische  a  überhaupt  giebt,  und 
2)  dafs  nicht  die  Walfische  etwa  einesteils  zu  den  Fischen,  andernteils  zu  den  Nicht -Fischen 
gehören  können:    Wir  behandeln  dabei  den  Begriff  des  Walfisches  als  Individuum. 

Als  Subjekt  eines  kategorischen,  d.  i.  primären  Urteils  stellt  sich  die  alte  Logik  wohl 
durchweg  einen  Begriff  vor,  dessen  Umfang  weder  ganz  leer,  =  0,  noch  auch  das  blofse  Negat 
eines  anderen  Begriffsumfanges  ist  (während  Aussagen  -  Subsumtionen  und  -Gleichungen,  hypo- 
thetische und  disjunktive  Urteile  auch  falsche  und  partikuläre  Subjektaussagen  besitzen  können). 
Der  Einflufs  dieser  —  psychologischen  Motiven  entspringenden  —  Beschränkung  mufs  sich  im 
voraussetzungsfreieren  Kalkül  leicht  herausstellen.  Zunächst  ist  es  diesem  Einflufs  zuzuschreiben, 
dafs  als  Haupt -Einteilungsgesichtspunkt  der  Syllogismen,  als  der  nach  den  vier  Figuren,  die 
Frage  ausersehen  wurde,  ob  der  Mittelbegritf  in  der  einen  und  in  der  anderen  Prämisse  Subjekt 
ist  oder  Prädikat,  und  dafs  in  zweiter  Linie  neben  die  Unterscheidung  zwischen  universalen  und 
partikulären  Urteilen  die  ebenfalls  unerheblichere  zwischen  bejahenden  und  verneinenden  trat. 

Im  Kalkül  lassen  sich  behufs  Aufstellung  einer  Syllogismentafel  zwei  Prämissen  auf 
folgende  sechserlei  Arten^)  zusammenstellen,  je  nachdem  beide  universal,  oder  eine  universal,  die 
andere  partikulär,  oder  aber  beide  partikulär  sind,  und  je  nachdem  in  jedem  dieser  drei  Fälle 
der  Eliminand  x  (termimis  medius)  in  beiden  Prämissen  gleichartig  oder  „gleich  qualifiziert" 
vorkommt,  nämlich  in  beiden  entweder  positiv  (bejaht)  x,  oder  in  beiden  negiert  x,  in  welch 
letzterem  Falle  jedoch  x  statt  x  gesetzt  werde,  da  vorläufig  x  ohnehin  auch  ein  Negat  bedeuten 
kann,  —  oder  aber  in  einer  Prämisse  —  der  ersten  —  positiv,  in  der  anderen  negiert,  wobei 
die  vollständige  Elimination  in  diesen  einzelnen  Fällen  nach  42),  47)  und  49)  ergiebt: 


Ziax  =  0)  ihx  =  0)  =  {ah  =  0) 
^)     Eiax  =  0)  {hx  =f  0)  =  (6  4=  0) 

X 

F)     L{ax^O)(hx^O) 


Ä)     E{ax  =  0)  {hx  =  0)  =  (0  =  0)  =  1 

C)     Z{ax  =  0)  {hx  4=  0)  =  {ah  +  0) 

E)     Z{ax  +  0)  {hx  4=  0)  =  (a  4=  0)  (6  +  0) 

=  («  +  0)(64=0){(a  +  «>)-f /(«)}. 

Versteht  man  nun  unter  der  conclusio  zweier  Prämissen  in  üblicher  Weise  deren  Resultante,  die 
volle  oder  auch  nur  eine  Teilresultante,  wenn  dieselbe  ein  kategorisches  Urteil  zwischen  a  und  h,  d.  i. 
eine  Subsumtion  mit  a  und  h  als  Subjekt  und  Prädikat,  oder  aber  die  Verneinung  einer  solchen, 
vorstellt,  so  geben  nur  die  beiden  Fälle  B)  und  C)  wirkliche  Syllogismengruppen,  während  das 
Wegfallen  der  beiden  Gruppen pare  E)  und  F\  Ä)  und  D)  die  Regeln  „Ex  mere  particularibus  resp. 

»)  Schröder,  II,  1,  pag.  234. 
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negativis  nihil  (d.  i.  keine  Konklusion)  sequitur''  illustriert.    Durch  „Auf-nuU-bringen"  erhält  man 
in  B)  und  C) 

B)  {{ax  =  0)  {hx  =  0)  =$  {ah  =  0))  =  {(a:r  =  0)  {hx  =  0)  {ah  +  0)  =  0} 

C)  {{ax  =  0)  {hx  4=  0)  ^  {äh  4=  0))  =  [{ax  =  0)  {hx  4=  0)  {äh  =  0)  =  Öj 

links  je  zwei  universale  und  ein  partikuläres  Urteil  zwischen  den  drei  Gebieten  a,  6,  x,  von  denen 
eines,  x  in  B),  a  in  C),  einmal  verneint  vorkommt,  und  zwar  dasjenige,  welches  im  partikulären 

Urteil  fehlt.    Daher  geht  C)  in  B)  über  durch  die  Substitution  r^j  oder  auch  durch  Q^^j, 
und  B)  sodann  durch  die  Substitution  (g)  in 

{ac  =  0)  {hc  =  0)  {ah  4=  0)  =  Ö    oder    {ac  -\-hc  =  0)=^  {ah  =  0), 

die  „Lad(Vsche  Formel",  welche  auch  mit  42)^  übereinkommt,  und  von  deren  drei  möglichen 
Subsumtionsgestalten  die  eine  wieder  auf  B),  die  anderen  beiden 

{ac  =  0)  {ah  4=  0)  =4  {hc  4=  0),  {hc  =  0)  {ah  4=  0)  =$  {ac  +  0) 

auf  C)  hinauskommen. 

Um  nun  hieraus  die  sog.  Schlufs-modi  als  Specialfälle  herzuleiten,  ist  zunächst  überall 
zwischen  Subjekt  und  Prädikat  zu  unterscheiden,  und  zwar  zunächst  in  der  LadcVschen  Formel 
zwischen  Subjekt -Aussagenprodukt  und  Prädikataussage,  d.  h.  es  ist  wieder  auf  B)  und  C) 
zurückzugehen.  Sodann  ist  Subjekt  und  Prädikat  zu  wählen  in  der  Prädikataussage,  der  Kon- 
klusion, und  endlich  hierauf  desgleichen  in  den  beiden  Prämissen.  Läfst  man  dabei  unter  den 
sich  so  bietenden  Möglichkeiten  diejenigen  mit  negiertem  Subjekt  aufser  acht,  so  bleiben,  wie 
unten  gezeigt  wird,  deren  noch  15  übrig,  von  denen  jede  einen  der  19  modi  repräsentiert. 

Während  diese  15  modi  auch  noch  bei  (negiertem  oder)  Null-Subjekt  ihre  Geltung 
behalten,  so  erfordern  dagegen  die  noch  fehlenden  4  modi,  nämlich  Darapti  und  Felapton  in 
der  dritten,  Bamalip  und  Fesapo  in  der  vierten  Figur,  nebst  einer  Anzahl  weiterer,  der  sog. 
„abgeschwächten"  modi,  zu  ihrer  Gültigkeit  den  ausdrücklichen  Ausschlufs  von  Nullsubjekten, 
also  wenn  man  will,  die  Beifügung  weiterer  „Existential-Prämissen";  und  indem  man  in  dieser 
Erweiterung  des  Schlusses  eine  Überschreitung  der  Grenzen  der  Syllogistik  erblickt,  mag  man 
die  Syllogismen  mit  Existentialprämissen  „uneigentliche  oder  unechte"  Syllogismen  nennen 
(„falsche"  bei  unberechtigter  Unterdrückung  einer  Existentialprämisse). 

Um  auch  diese  sämtlich  zu  bestimmen,  gehen  wir  wieder  aus  von  den  6  Syllogismen- 
Gruppen  A)  bis  F).  Etwaige  von  x  freie  Prämissen:  »4=0,  64=  ö>  «  +  Ö,  ^4=0  treten 
lediglich  multiplikativ  zur  sonstigen  Resultante  hinzu: 

E{ax  =  0)  (a  4=  0)  =  (a  4=  0) .  E{ax  =  0), 

X  * 

u.  s.  w.  Wenn  nun  im  übrigen  eine  universale  Konklusion  schon  vorliegt,  nämlich  in  B) 
ah  =  0  oder  a  =  ah,  b  =  äh,  so  folgt  daraus  auch  eine  partikuläre  Konklusion  nach  G^  u.  s.  w. 
oder  auch  nach  47): 

j  (ax  =  0)  (6^  =  0)  (a  4=  0)  =$  (a 6  =  0)  (a  4=  0)  =$  {ah  +  0) 

\{ax  =  0)  {hx  =  0)  (6  4=  0)  :=$  {ab  4=  0) 


B)' 

oder  nach  50) 


E{ax  ^hx  =  0){a  +  0){h^O)  =  {ah  =  0)  {ab  4=  0)  {ab  4=  0), 


/  ' 


k. 
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wo  die  Klausel  den  ohnehin  unmöglichen  Fall  ausschliefst,  dafs  a  und  b  ein  und  dasselbe 
Individuum  bedeuten  und  gleichzeitig  verschwinden  sollten,  also  identisch  erfüllt  oder  =  1  ist.  — 
Neben  partikulären  Folgerungen  dagegen,  und  überhaupt  in  jedem  andern  der  6  Fälle  A)  bis  F), 
führen  a  +  0,  iz  +  O,  «4=0,  b=^0  nicht  auf  neue  Konklusionen. 

Von  den  beiden  auf  x  bezüglichen  Prämissen  x=f=0,  x=^0  braucht  ferner  nur  die 
eine  oder  aber  die  andere  berücksichtigt  zu  werden,  jenachdem  x  oder  x  in  den  Prämissen 
Subjekt  werden  soll,  —  nicht  beide  zugleich,  da  notwendig  entweder  x  oder  x  ein  Negat 
bedeutet  und  nicht  Subjekt  sein  kann. 

Um  im  folgenden  das  Subjekt,  wenn  nötig,  kurz  als  solches  zu  kennzeichnen,  sei  das- 
selbe vorangestellt;  also  ha  =  0,  d.  i.  h^ä  „kein  h  ist  n",  dagegen  ah  =  0  oder  a=^h  „kein 
a  ist  6";  „einige  h  sind  a":  ha  4=  0,  u.  s.  w.  Bei  Gleichungen  liefse  sich  derselbe  Zweck  auch 
erreichen  durch  Übergang  zur  Subsumtionenform. 

B)  ergiebt  nichts  neues:  es  wird  nach  47)  und  wegen  (ah  =  0)  =  (ä  =  ä  -{-  h): 

Z{ax  =  0)  (hx  =  0)  (a:  +  0)  =  (ah  =  0)  (ä  +  0)  4  (a  +  6  +  0), 
oder  auch 

2:(ax  +  hx  =  0)(x^0)  =  (ah  =  0)  •  2:{aw  +  hw  =^0)  =  (ah  =  0)  (ä -\- h  +  0), 

WO  die  Folgerung  «  -f  6  4=  0  oder  (ä  4=  ^)  +  (^  +  ^)  disjunktiv,  nicht  kategorisch,  keine 
Subsurationsverneinung,  also  keine  Konklusion  im  herkömmlichen  Sinne  ist.  —  Auf  die  Kon- 
klusion in  B)'  kann  eine  j^-Prämisse  nicht  von  Einflufs  sein,  da,  wenn  hier  z.  B.  x  in  der  ersten 
Prämi.sse  Subjekt  werden  soll,  die  zweite  nur  b  =^x  lauten  kann  und  somit  wegen  6  4=  0  schon 
X  =\=0  enthält. 

Betreffend  die  übrigen  5  Möglichkeiten  A) — F),  so  steckt  die  Voraussetzung  x=^0 
auch  schon  in  den  Prämissen  von  C),  E)  und  F),  x^O  in  denen  von  D)  und  F).  Die  Bei- 
fügung der  genannten  Prämissen  wird  also  in  diesen  Fällen  fin  der  Konklusion  nichts  ändern.  — 
In  den  Fällen  A),  C)  und  E)  kann  nur  x,  in  den  übrigen  statt  dessen  auch  x  Prämissen-Subjekt 
werden.  —  Damit  bleiben  aber  nur  noch  die  Fälle  A)  und  D)  zu  prüfen  hinsichtlich  der 
Prämisse  x  ^0. 

A)  ergiebt  in  der  That  eine  neue  Gmppe  unechter  Syllogismen:  nach  47)  ist 
A)'  Z(xa  =  0)  {Ijx  =  0)  (o;  +  0)  =  (a 6  4=  0), 

X 

wobei  auch  schon  die  Konklusion  entweder  a  oder  b  als  Negat,  und  somit  x  wenigstens  in  einer 
der  beiden  Prämissen  als  Subjekt  voraussetzt. 
Aus  D)  hat  man  dagegen  nach  50) 

Z(xa  =  0)  (hx  4=  0)  (a;  4=  0)  =  E[h(aw  +  w)  =(=  0}(äw;  +  0)  =  (6  +  0)  (ä  4=  0)  •  h, 

wo  die  Klausel  h  nach  49)  den  Fall  ausschliefst,  dafs  b  und  ä  ein  und  dasselbe  Indivi- 
duum bedeuten. 

Bringt  man  jetzt  die  beiden  neuen  Fälle  von  Syllogismengruppen  A)'  und  B)'  wieder 
auf  NuU, 

A)'     {(ax  =  0)  (hx  =  0)  (a:  =h  0)  =$  (äh 4=  0)]  =  {{ax  =  0)  (hx  =  0)  (ab  =  0)  (a;  4=  0)  =  Ö), 

B)'     \{ax  =  0)  {bx  =  0)  (a  4=  0)  4  (ah  4=  0))  =  {(aa:  =  0)  (hx  =  0)  (ab  =  0)  (a  4=  0)  =  Ö}, 


)'   /a  b  x\  A)'   /a  h  x\ 

)'   [x  h  a)    ^  ^'*    B)'   U  X  a) 


so  erkennt  man  den  Substitutionenzusammenhang 

A)'   /a  b  x\ 

B)'   \x  h  al     '~"     B)' 
und  die  Vereinigung  von  B)'  mit  B)  oder  der  Ladd'schen  Formel  ergiebt  wegen 

(ab  =  0)  (a  4=  0)  =  (a  =  afc  4=  0)  =  (0  4=  a  ^  h), 
(ac  =  0)  (bc  =  0)  ( (ab  +  0)  +  (ab  =  0)  (a  4=  0) }  =  Ö, 
(ac  -\-  bc  =  0)  (ab  =f^  0){1  -j-  (a  =^b)}  =  Ö 

nur  die  Ladd'sche  Formel  oder  42)^  selbst  wieder.  Man  kann  also  aus  dieser  ebensowohl  die 
unechten  wie  die  echten  Syllogismen  erhalten,  sofern  man  bei  jenen  nur  die  nach  der  Konklusion 
ab  =  0  noch  offene  Möglichkeit  ah  =  0  oder  a  =  0  ausdrücklich  ausschliefst. 


Die  folgenden  Syllogismen-Stammtafeln  zeigen  einerseits,  dafs  in  der  Za^Wscheu  Formel 
in  der  That  sämtliche  Syllogismen  der  alten  Logik,  einschliefslich  der  unechten,  als  Specialfälle 
enthalten  sind,  und  dafs  es  andererseits  weitere  Syllogismen  unter  den  von  der  alten  Logik 
gemachten  Einschränkungen  nicht  geben  kann,  oder  mit  anderen  Worten,  dafs  diese  Ein- 
schränkungen im  obigen  richtig  und  sämtlich  aufgezählt  sind. 

Zuerst  ist  in  der  Konklusion  der  terminus  minor,  das  Subjekt  S  auf  alle  möglichen 
verschiedenen  Arten  gewählt,  nächstdem  sodann  ebenso  meist  der  t.  maior  P,  welcher  in  der 
Konklusion  auch  verneint  P  sein  kann,  und  endlich  der  t.  medius  M.  Diese  Zeichen  S,  P,  M 
mögen  hierbei  an  sich  positive,  nicht  negierte  Gebiete  bezw,  Begriffe  bedeuten,  sodafs  somit 
z.  B.  M  nur  als  Prädikat,  nie  als  Subjekt  auftreten  kann.  Femer  seien  a,  e,  j,  0,  unter- 
strichen, die  üblichen  Symbole  für  universale  und  partikuläre,  bejahende  und  verneinende  Urteile 
bezw.,  wozu  ich  noch  als  Index  die  Nummer  derjenigen  unter  den  4  syllogistischen  Figuren 

MP  PM  Q      ^^  A      ^'^ 

^-     SM_  ^'     SM_  ^-     MS_  ^'     MS_ 

SP  SP  SP  SP 

beisetze,  in  welcher  das  betreffende  Urteil  vorkommen  kann,  z.  B.  (propositio)  minor  e^  =  e^  ^ 
==  e^^  =  (M=^  S)',  maior  0^^^  =  (P^=j=  0),  u.  s.  w. 


I    V 


■'^  .^"•'•^^ 


/ 


V- 


/  /-x/  ,>r 


il 


r 


b  =  P 

concl :    S=^P 
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Bj     {ax  =  0)(bx  =  0)=^{ah^O) 

maior:  hx  =  0,     minor:  Sx  =  0,     concl:    S^h 

h  =  P  _ 

concl :   S=^P 
e 

maior:  Px  =  0 


a 


maior:  Px  =  0 
x  =  M 

maior:  M=^P 


n 


1,3 


minor:  S=^M 


*1,2 
2    « 

Barbaraj 


minor:  S=^M 

«1,2 

maior:  P3I=0 


x  =  M 
maior:  P=4^ 

«2,4 

minor:  SM=0 


«1,3    ^1.2    « 


maior:  ilf^P      maior:  P=^M  minor:  5=$ilf      minor:  M^S 


^1,3 
^1,3    «1,2    ^ 

Celarentj 


-^2,4 
^2,4    «1,2    ^ 

Cesare» 


^1,2 
«2,4    ^2    ^ 

Camestres. 


«2,4    ^3,4    ^ 

Calemes. 


C)     {ax  =  0)  (&a:  +  0)  4  («^  +  Q) 


6  =  S 
concl:    /Sä  4=  ^ 


a  =  P 

concl:    >SP  +  0 
i 

maior:  Px  =  0 
x  =  M 


maior:  M=^P 

«1,3 

minor:  Silf  =1=^ 


a  =  P 

concl:    SP  +  0 
o 

maior:   Pa;  =  0 

^ , 

a;  =  M      a;  =  ili 
maior:  P=^M 

_^,4 

minor:  5M=}=0 


minor:  Sx  =  0 
x  =  M 

minor:  M=^S 
concl:   S6  +  0 


6  =  P 

concl:   iSP^^O 
i 

maior:  PJf  +  ö 


fe  =  P 

concl:    SP=^0 


maior:  MP=^0 


minor:  /SJtf4=0  minor:  MS^O 


«i,s  ^1.2  i 
Dariii 


*3,4 

«1,3   ^'3,4  ^ 
Datisio 


"1,2 

«2.4  ^1,2  ^ 
Barocoo 


maior:  ilfP  +  O   maior:  PM4=0 


il,3 
il,3    «3.4    ^ 

Disamis, 


^2,4 

i2,4    «3,4    ^ 

Dimatis. 


^1,3 
^1,3    «8,4    ^ 

Bocardoo 


maior:  Pitf  =  0 
minor:  SM  +  0 


maior:   M=^P 
«1,3 

maior:  P=^M 

^2,4 

minor:  SM4=0 

^2 

^1,3  ii.2  ^ 
FeriOi 

^2,4    il.2    2 

Festinog 

minor:  MS=^0 
44 

^1,3  4,4   ^ 
FerisoHg 

^2,4    ^3,4     0 

Fresigon^ 

t)  b  =  S  statt  o  =  S  würde  nichts  neues  ergeben,  da  B)  symmetrisch  ist  bezüglich  a  und  &,  nämlich 
in  sich  selbst  übergeführt  wird  durch  die  Substitution  ( J  ^  |) ;  cf.  unten  A)' ;  dagegen  cf.  B)' ! 
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A)'    (ax  =  0)  (bx  =  0)  (X  4=  0)  4  (ab  4=  0) 

minor:  Sx  =  0 
x  =  M 

minor:  M  =^  S 

?8.4 

concl:   Sb^O 


b=^P 

concl:    SP^O 
i 

maior:  M=^P 

^1,3 

»1.8  «3,4  i 
Daraptig 


b  =  P 

concl:    ÄP  +  0 
o 

maior:  PM4=0 


maior:  M=^P    maior:  P=^M 


^1,3 
( 

Felaptong 


^1.8   «3,4    ^ 


^2,4 

^2,4  «3,4  9 
Fesapo^ 


Sy     (ax  =  01{bx  =  0)(a=^0)^{ab=^0) 


a  =  S 
concl:  Sb^O 


b  =  P 

concl:    SP^O 
i 

maior:  Px  =  0 
x^  M 
maior:  M=^P 

«1,3 
minor:  S=^M 

«1,2 

«1.8  «1,2  i 
Barbarij 


6  =  P 

concl:    /SP 4=0 


x=M  x  =  3f 

minor:  S=^M         maior:  P=^M 


b=^S 

minor:  Sx^O 

x  =  M 

minor:  M=^S 

«3,4 

maior:  aM  =  0 
a=P 

maior:  P=^M 


a 


1.2 


^4, 


maior:  PM=0        minor:  SM=0 


Bamalip^ 


«2,4  «3,4   ^ 


maior:  M=^P    maior:  P=^M    minor:   S=^M   minor:   M=^S 


^1,3 

^1.3  «1,2  ^ 
Celarontj 


^2,4 

^2.4  «1,2  -? 
CesarOj 


-^2 
«2.4    ^1.2     ^ 

CamestroSo 


-3,4 

«2.4  ^3.4  ^ 
Calemos^ 


J  y 


f 

1. 


^* 
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33) 

34) 

35) 

36),  36,) 

36)' 

37) 

38) 

31») 

40) 

40)m 
41)i.2 

42)i,, 

42)m 
43)i.2 
44) 
44),.  45)i 

44)2.  45), 
44),,  45)3 

45); 


Zur  Übersicht: 

f{x)  =  ax-\-hx 

^(1)  _  a,    m  =  6,    /-(a)  =  a  +  ft,    /"C^)  =  «^  ^-  «'  ^• 

X  .  fix)  =^ax,    X-  fix)  =  hx  u.  s.  w. 

^(^>)  _  fiV) .  o:  +  /-(O)  •  X  =  (/•(!)  +  x\\m  +  ^} 

^(^^  ^)  _/•(!,  \).xy^  /■(!,  0)  .  rri/  +  /-(O,  1)  •  xy  +  /"(O,  0)  •  xy 

f{h)=^f{x)=^fia),        ah^ax  +  bx^^a  +  b 

(a^b)  =  {a^ax  +  hx^  b),        {b  =^  a)  ^{b^ax  +  bx  =$  a) 

(a:r  +  bx)  {ex  +  (^^)  =  (acx  +  &ti^),        aa;  +  &^  =  aa;  +  bx 

n{ax  -}-bx  =  cx-\-  dx)  =  (a  =  c)  (6  =  d) 

n{ax  +  5^  1  0)  =  (a  +  6  =  0),        n(aa;  +  &^  =  1)  =  {ab  =  1) 


2:  (aar  -I-  6x  H=  0)  =  (a  +  6  4=  0), 
E{ax  -{-bx  =  ())  =  {ab  =  Q>) 

X 

E{ax  4-  6x  =  rc)  =  (6  =$  a) 
^(aa;  +  &^  4=  0)  =  (afe  +  0) 


45) 
46) 

47) 
48) 

49) 


50) 


E{ax^bx^\)  =  {ab^\) 
E{ax  -\-bx  =  \)  =  {a-\-b  =  \) 

X 

Z{ax-\-bx  =  x)  =  {a=^b) 
n{ax  +  6^  4=  1)  =  (a  +  6  4=  1) 

X 

{ax  -\-bx  =  cx-\-  dx)  =  {ax  =  ex)  {bx  =  dx) 
(aa;  +  6^  =  0)  =  (6  =^  X  4  ä)  =  (a6  =  0)  (a;  =  äw;  +  bW) 
(ax  +  bx  =  1)  =^  ^  =^  X  =^a)  =  {ab  =  0)  {x  ^  aw -\-  bw) 
{ax  -j-  bx  =  x)  =  {b=^x^a)  =  (ab  =  0)  {x  =  aw -\-  bw) 
{ax  +  bx  =  0)  =^{x  =  dw  -\-  b  ^ä{w  +  b)]  {x  =  a  -{-bw  =  {a  -\-  w)b] 

(ax  +  bx  =  cx-{-  dx)  =  {bd  -^bd^ae-{-  de)  {x  =  {ac  -{-äc)w-\-  {bd  +  bd)w] 

R  =  E{Ä,Ay  ■  ■)  =^  EA,-  EÄ,--'  =  R^R^  •  •  • 

E{ax  ^bx  =  0)  {ex  +  dx  4=  0)  =  {ab  =  0)  {de -\-bd  4=  0) 

J'{a)=:{a^O)-n{{a^x)-\-{a^x)] 

E{ax  -f  &^  4=  0)  {ex  -{-dx={=0)  = 
_  (a  4-  &  4=  0)  (c  -{-^d  4=  0)  [{a  4=  t^)  +  (6  4=  c)  +  {(fe  4=  0)  +  J(a))  ((«  4=  0)  +  ^W)] 
2:[f{x)  =  0]  {^(:r)4=0}  {g{x)=^0]^E{ax-{-bx==0)  {ex  -\-dx={=0)  {ex  4  d'x  4=  Ö)  = 
=  {/-(6)  =  0}  •  E{g{äw  -\-bw)^0]  [g{äw  +  bw)  4=  0)  = 
=  {ab  =  0)  (äc  +  6d  4=  0)  (äc'+  6rf'4=  0)  •  iT. 


^1  >  I» 
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